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Vorwort. 

jDie werthvoUe und umfassende Abhandlung des Herrn Cremona, 
mit welcher der vorUegende Band beginnt, ist die nämliche, welcher unsere 
Akademie der Wissenschaften im Jahi*e 1866 die Hälfte des S/eenerschen 
Preises zuerkannt hat. 

Es waren damals auf die gestellte, die Flächen dritten Grades be- 
treffende Preisfrage vier Bewerbungsschriften eingegangen. Die Akademie 
beschloss, den Preis zwischen zweien derselben zu theilen. Eine dieser 
Schriften hat ihr Verfasser, Herr Sturm, als besonderes Werk erscheinen 
lassen. Indem es mir zum besonderen Vergnügen gereicht in diesem Journal 
die andere Schrift zu veröffentlichen, deren Verfasser, Herr Cremona in 
Mailand, durch seine zahlreichen und interessanten geometrischen Unter- 
suchungen bei den Mathematikern bereits in hohem Ansehen steht, glaube 
ich den Wünschen vieler Leser entgegenzukommen, wenn ich aus dem Be- 
richte über die öffentliche Sitzung der Akademie vom 5. Juli 1866 diejenige 
Stelle wörtlich folgen lasse, in welcher nach vorangegangener Beurtheilung 
der drei anderen Bewerbungsschriften die Cremonaache Abhandlung ihre 
wissenschaftliche Würdigung findet. 

„Die vierte, ebenfalls sehr reichhaltige und sehr sorgfältig ausge- 
arbeitete Bewerbungsschrift ist in französischer Sprache verfasst unter dem 
Titel: Memoire de Geometrie pure sur les surfaces du trouridme ordre, und 
mit dem Motto von Steiner: 

Es ist daraus zu sehen, dass diese Flächen fortan fast ebenso 
leicht und einlässlich zu behandeln sind, als bisher die Flächen 
zweiten Grades. 

Diese schlägt zur Lösung der gestellten Aufgabe einen ganz anderen 
Weg ein *). Sie gründet nämlich die Theorie der cubischen Flächen auf 



*) Vorher ist von der dritten (Sttirmschen) Arbeit gesagt worden, dass sie von den 
SletiMTBchen Erzeugangsweisen der Flächen dritten Orades ausgeht. 
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eine vorausgeschickte ausfuhrliche Untersuchung über die allgemeinen Eigen- 
schaften der Flächen aller Grade. Die Steinerschen Sätze ergeben sich auf 
diesem Wege sämmtlich als specielle Fälle allgemeinerer Theoreme, und es 
tritt eben deswegen die wahre Bedeutung derselben um so klarer hervor. 
Auch hat sich der Verfasser nicht darauf beschränkt, die von Steiner und 
anderen Geometern aufgestellten Sätze über die Flächen dritten Grades 
zu begründen, sondern hat mehreres WerthvoUe hinzugefügt, was er selbst 
gefunden hat." 

Schon im Voraus mache ich auf eine nachgelassene Abhandlung 
Jacobis aufmerksam, mit welcher das erste Heft des nächsten Journalbandes 
beginnen wird, und deren Vorbereitung für den Druck Herr Heine zu über- 
nehmen die Güte gehabt hat. Im Anschluss an eine bisher unbeachtet ge- 
bliebene Arbeit Eulers stellt in derselben Jacobi eine Ausdehnung der 
Kettenbruch - Algorithmen auf und gelangt zu dem Resultat, dass die nach 
dieser Methode gemachte Entwickelung periodisch wird, wenn man sie auf 
complexe Zahlen anwendet, die aus der Wurzel einer Gleichung dritten 
Grades gebildet sind. Dieses merkwürdige Resultat, welches mit einer 
Untersuchung des Herrn Hermite (Bd. 40 p. 286 dieses Journals) in Zu- 
sammenhang zu stehen scheint, ist von Jacobi an einer Reihe von Bei- 
spielen geprüft aber nicht allgemein bewiesen worden, sodass durch die 
dankenswerthe Bearbeitung und Herausgabe der unvollendeten Abhandlung 
den heutigen Mathematikern eine zu lösende Aufgabe gestellt wird. 

Berlin, im Juni 1868. 

C W. Borchardt. 
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Memoire de g6om6tne pure sur les surfades 

du troisi^me ordre. 

(Far L. Cremona ä Milan.) 



.... Es ist daraus zu lehen, dass diese Flftchen 
fortan fast eben so leicht und einl&sslich zu be- 
handeln sind, als bisher die Fl&chen zweiten 

Grades. 

Bteikeb, 
(dieses Journal, B. LIII, p. 188.) 

vyet ecrit, etant destine au concours public en 1864 par l'Academie 
royale des sciences de Berlin, pour le prix fonde par SteixeRi, contient la 
demonstration de tous les theoremes enonces par ce grand geometre dans son 
Memoire lieber die Flächen dritten Grades (1856). On y trouvera, en oulre 
de cela, tous ou presque tous les resultats obtenus par d'autres mathematiciens 

a 

qui ont traite ce sujet; et Tauteur se flatte qu'on y remarquera aussi plusieurs 
proprietes qui sont dues a ses propres recherches. 

Puis, attendu que la theorie des surfaces du troisieme ordre a son prin- 
eipal fondement dans la theorie generale des surfaces d'ordre quelcooqne^ au sujet 
de laquelle on ne connait aueun traite geometrique; et que fexposition d'un 
grand nombre de proprietes n'offre pas plus de facilite pour les surfaces cu- 
biques, que pour les surfaces d'ordre quelconque; Tauteur a juge convenable de 
commencer par quelques chapitres relatifs a ces dernieres. Dans ces premiers 
chapitres, il a dispose les theoremes fondamentaux touchant les surfaces polaires, 
les systemes de surfaces, les surfaces nodales conjuguees *), etc. tout en se bornant 
a ce qui est susceptible d'etre applique aux surfaces du troisieme ordre. 

Les chapitres suivants contiennent, outre Tapplication des principes 
generaux aux surfaces cubiqnes**), les proprietes si nombreuses qui resultent 

*) L'auteur sest permis d'eraploycr les mots Hessienne et Steinerienne pour dis- 
tinguer entre olles les deux surfaces qu'on devrait, d'aprfes Steiner, appeler conjugirte 
Kemflächen. De m6me, il a appeld simplement surface polaire d'un plan ou d'une 
droite, ce que Steiner avait nouim^ zweite Polare. Cette derni^re diction est^ sans 
doute, pr^f^rable en cas qu'on ait h considdrer (pour les surfaces d'ordre plus 4lev6) 
toutc la sorie des enveloppes polaires relatives aux points d'un Heu quelconque. 

*^) On doit entendre la surface cubique gifierale, sans points multiples. Ä cause 
. de Textension et de Fiinportance des matiJires traitdes, le tenips nous a fait ddfaut pour 
nous occuper aussi des surfaces cubiques d'une classe infdrieure k la douziJ^me: ceque, 
du reste, lAcad^mie scmble navoir pas voulu demander. 

Journal far Mathematik Bd. LXVIII. Heft 1. 1 
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de la colncidence des deux surfaces nodales en une surface unique (Hessienne) 
de quatrieme ordre, qui possede dix points doubles et dix droUes (sommets 
et arötes d'un pentaedre tres-remarquable), et dont les points sont conjugues 
deux a deux : d'ou il suit par exemple une transformation de figures formees 
par les droites et les plans qui passent par un point double de la Hessienne. 

En suite, on trouvera d'autres chapitres touchant les manieres diffe- 
rentes d'engendrer une surface cubique; le Systeme des vingt-sept droites, 
les arrangements de Celles -ci; la geometrie des courbes tracees sur une sur- 
face cubique (ä Taide de la representation sur un plan); les systemes de sur- 
faces de second ordre qui coupent la surface cubique le long de trois coniques; 
les hyperboloides qui la rencontrent suivant six droites; les triedres con- 
jugues, etc. On donne enfin la Classification des surfaces du troisieme ordre 
(et de la douzieme classe) en cinq especes, eu egard a la realite des vingt- 
sept droites. Dans ce dernier chapitre on trouvera aussi le moyen de con- 
struire toutes les cinq especes, auquel eifet on se sert de la discussion (que 
nous croyons nouvelle) des cas differents oiferts par Tintersection de deux 
surfaces de second ordre. 

Par respect aux souhaits de TAcademie, on aurait du consacrer des 
recherches expresses ä la courbe gauche du neuvieme ordre, qu'on obtient 
par Tintersection de deux surfaces cubiques. Mais, en premier lieu^ il a 
paru ä Tauteur que la geometrie pure ne soit pas encore preparee convenable- 
ment a des speculations d'une si grande difficulte ; et secondement, le temps lui 
a manque, non seulement pour se vouer ä ces recherches, mais aussi pour 
developper davantage certains autres arguments*), et pour remedier aux 
graves imperfections dont se ressent ce travail, a cause de sa redaction pre- 
cipitee. En defaut d'une veritable theorie de ces courbes du neuvieme ordre, 
Tauteur presente (chapitre 8^) Tenumeration des courbes gauches qui resultent 
de Tintersection d'une surface cubique avec une surface du second ou du 
troisieme ordre, et Tindication du procede tres- simple pour etudier ces courbes 
dans leurs representations sur un plan. A la consideration de cela et des 
contributions apportees a d'autres points de la theorie, Tauteur ose se pro- 
mettre Tindulgence de TAcademie. 

II nous reste ä parier de Tinstrument de recherche, avec lequel ce 
travail a ete conduit. Obeissant aux prescriptions de TAcademie et heureux 

*) Par ex. la theorie des surfaces qu'on pourrait appeler cavariantes (art. 65 
et 8uiv.). 
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d'aillears de pouvoir suivre soti propre penchant, Tauteur s'est servi ex- 
clusivement de la geometrie pure^ dite (peut-dtre improprement) synthetique; 
et il se flatte qu'on jugera que le procede uniforme et facile, qu'il a suivi 
dans tout le cours de cet ecrit^ rentre dans Pesprit de ces methodes puissantes 
et lumineuses qui ont valu a Strinrr la d^couverte d'un si grand nombre de 
proprietes tres-importantes. proprietes que ce celebre sphinx geometrique a 
leguees a ses successeurs^ comme autant d'enigmes a dechiifrer. 

A ce propos^ Tauteur declare qu'il aurait cru manquer a la probite 
scientifique^ s'il se füt borne a demontrer geometriquement les theoremes de 
Steiner^ en supposant connues et demontrees les proprietes sur lesquelles ces 
theoremes sont naturellemeot fondes. L'auteur a cense de son strict devoir 
de s'appuyer seulement sur ce qui avait eie demontre par la geometrie pure; 
et des lors« il a admis, par exemple, comme etant connues, la theorie des 
courbes planes, la generation des courbes polaires qui demeure la möme pour 
les surfaces polaires, les formules de M. Plücker qui expriment les relations 
entre les caracteristiques des courbes planes (car ces formules ont ete de- 
montrees geometriquement autre part), les formules que M. Cayley a deduites 
Sans calcul de Celles de M. Plücker et qui etablissent des relations entre les 
caracteristiques d'une courbe gauche, etc. Au contraire, d'autres proprietes (par 
exemple Celles, si importantes et fecondes, des chapitres 2** et 3'), qu'on con- 
naissait seulement sous la forme d'identites alg^briques, se trouvent ici de- 
montrees par la Synthese, afin qu'elles servent ensuite de base au developpe- 
ment des Iheoremes qui sont le veritable sujet de ce travail. De sorte que, 
quoiqu'en grande parlie ces proprietes ne soient pas enoncees ici pour la premiere 
fois, neanmoins elles parailront nouvelles par leur traitement geometrique. 

Du reste, c'est a TAcademie de juger jusqu'a quel point Tauteur a mis 
du nouveau et du sien propre dans ce Memoire. Ainsi, par respect a ce 
jugement, s'est-il abstenu des citalions frequentes; et il se borne a declarer 
ici qu'outre le Memoire de Steiner (objet du concoursj et les ouvrages d'ar- 
gument general des MM. Cuasles, Hesse, Jonquieres etc., il a consulte les 
ecrits suivants qui traitent particulierement des surfaces du troisieme ordre: 

Cayley, On the triple tangent planes of surfaces of tlie third order (Cam- 
bridge and Dublin Math. Journal, IV. 1849). 

Salhon, On the triple tangent planes to a surface of the third order (ibidem). 

Sylvester, On eliminationy transformation and canonical forms (Camb. and 
Dub. Math. Journal, VI. 1851j. 

1» 
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Grassmann, Die stereomeMscken Gleichungen dritten Grades und die dcidwrch 
erzeugten Oberflächen (dieses Journal, XLIX. 1854). 

Brioschi, Intomo ad ahune proprietä delle superfide del lerzo ardine (An- 
nali di scienze mat. e fis. Roma 1855). 

ScHLAFLi, An attempt to determine the twenttf-^seven Unes upon a mrface 
of the third Order etc. (Quarterly Journ. of Math. IL 1858). 

Clebsch, Zur Theorie der algebraischen Flächen (dieses Journal, LVIII. 1860). 
, Veber eine Transformation der homogenen Functionen dritter Ord- 
nung mit vier Veränderlichen (ibidem). 

Sajlnon, On quatemary cubics (Philosoph. Transactions, 1860). 

Clebsch, Veber die Knotenpunkte der Hesseschen Fläche, insbesondere bei 
Oberflächen dritter Ordnung (dieses Journal, LIX. 1861). 

ScHiAPARELLi, Sulla trosformassionc geometrica delle figure cd in parücolare 
sulla trasformazione iperboUca (Memoire deir Accad. di Torino, 1862). 

August, DisquisUiones de superfidebus tertü ordinis (Dissert. inaug. Berolini 
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Chüpltre premler. 

Les surfaces polaires par rapport k une surface fondamentale 

d'ordre quelconque. 

1. Considerons une surface fondamentale quelconque, d'ordre n. Un 
point, pris arbitrairement dans Tespace, sera le pole de n—i surfaces polaires, 
dont la premiere est de Tordre n~l, la deuxieme de Tordre n— 2, ... et la 
derniere est un plan. 
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Nous omettODS la definition de ces polaires^ de mdme que la d^- 
monstration de plusieurs proprietes qui suivent, car nous n'aurions qu'a re* 
produire ce qui a ete deja expose geometriquement pour les courbes planes *), 

De plus, notre but n'etant autre chose que Tapplication de ces pro-* 
prieies generales aux surfaces du troisieme ordre, nous traiterons presque 
exclusivement de la premiere et de la derniere polaire. 

2. Si la r*"* polaire d'un poinl o passe par un point o', la («~r)*"* 
polaire de o' passe, par o. Donc, par trois points donnes arbitrairement dans 
Tespace il passe uue seule premiere polaire, doot le pole est Hutersection 
des plaos polaires des points donnes. C'est-ä-dire que les premieres polaires 
de tous les points de Tespace Torment un systime lineaire^. 

Les premieres polaires qui passent par un mdme point donnö ont {n—\f 
points communs et forment un reseau; leurs poles sont dans un plan (le plan 
polaire du point donne). 

Les premieres polaires qui passent par deux mömes points donnes 
forment un faisceau, dont la base est une courbe gauche de Tordre {n—if; 
leurs poles sont dans une droite (Hntersection des plans polaires des points 
donnes). 

3. Les plans qui passent par un point donne ont leurs poles dans la 
premiere polaire de ce point. Les plans qui passent par une droite ont leurs 
poles dans la courbe gauche d'ordre {n—i)\ commune aux premieres polaires 
de deux points quelconques de la droite ^^**). Un plan a {n—if poles: ce 
sont les intersections des premieres polaires de trois points quelconques du .plan. 

4. Le plan polaire d'un point quelconque par rapport a la surface 
fondamentale est le plan polaire de ce point par rapport aux autres surfaces 
polaires du möme pole. 



*) Voir par ex. la Tearia geotn. delle curee piane de Cremona (Bologna 1862). 

**) On nomme riseau de surfaces un assemblage de surfaces du m^me ordre ^ 
tel quil n'en passe qu'une seule par deux points quelconques donnes. Parmi les sur- 
faces d'un reseau ; toutes Celles qui passent par un m^me point donn^ forment un 
faisceau. 

Des surfaces du m^me ordre forment un systtme Unfaire ouand il n'en passe 
qu'une par trois points quelconques donnds. Toutes les surfaces d un Systeme lin^aire 
qui passent par un m^me point forment un r^eau ; toutes celles qui passent par deux 
m^mes points forment un taisceau. JVoir Cremona, Prdiminari ai una tearia geome^ 
irica delle superficie, 42. Bologna 1866.] 

***) Nous donnons k cette courbe gauche le nom de courbe polaire de la droite 
donnie. 
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5. Si le pole se trouve sur la surface fondamentale. tontes les polaires 
passent par le pole et sont tangentes, en ce point, a cette surface. Le plan 
polaire coupe la polaire du second ordre (quadrigtie polaire) suivant deux 
droites qui sont osculatrices au pole^ a la surface fondamentale et aux autres 
surfaces polaires; c'est-a-dire qu'au pole, les coniques indicatrices de la sur- 
face fondamentale et des surfaces polaires ont les mömes asymptotes. Si ces 
asymptotes coincident ensemble, la quadrique polaire devient necessairement un 
cone; le pole est, dans ce cas, un point parabolique pour la surface fon- 
damentale (et pour les autres surfaces polaires). 

6. Les points de contact de la surface fondamentale avec les droites 
tangentes issues d'un point quelconque o, sont les points de la courbe d'ordre 
»(n—l), intersection de la surface avec la premiere polaire de o. Donc la 
classe de la surface fondamentale, c'est-a-dire le nombre des plans tangents 
qui passent par deux points o, o', est n{n — \f: ce nombre etant celui des 
points communs a la surface fondamentale et aux premieres polaires de o, o\ 
On voit encore que la classe d'une section plane de la surface fondamentale, 
ou, ce qui est la mdme chose, Tordre du cone circonscrit (le sommet etant 
on point quelconque o) est n[n—\). 

7. Si o est un point de la surface fondamentale, cette surface et la 
premiere polaire de o se touchent en ce point; d^oü il suit que o sera un 
point double pour la courbe d'ordre «(«— 1), intersection de ces deux sur- 
faces (6.). Le cone circonscrit, de sommet o, se decompose, dans ce cas, 
dans un cone d'ordre »(le—l)— 2 et dans le plan polaire de o; et ce plan, etant 
tangent a ce cone le long des deux droites osculatrices a la surface en o, 
coupera le m^me cone suivant «(n— 1) — 2 — 4 = («4-2)(« — 3) autres droites. 
Parmi les droites qui sont tangentes a la surface fondamentale 
en un point donne, il y en a donc (w+2)(« — 3) qui la touchent de 
nouveau ailleurs. 

8. Si une droite menee par un point quelconque o de Tespace est 
osculatrice ä la surface fondamentale en un de ses points, le point de contact 
appartient evidemment a la premiere et a la deuxieme polaire de o. Donc 
le nombre des droites osculatrices qui passent par un point quel- 
conque de Tespace est «(«— 1)(«— 2). 

Le cone circonscrit, de sommet o, qui est de Tordre n{n—\) et de 
la classe «(«— 1)\ a donc w(ii— 1)(« — 2) generatrices stationnaires. D'apres 
les formules connues de M. PLäCKER, ce cone aura en outre: 



Cremona, memoire de geomeirie pure sur les surfaces du troisiäme ordre. 7 

^,i(ii-.l)(,i— 2)(ii — 3) generalrices doubles; il y a donc ce nombre de 
tangentes doubles qu'on peut mener par o a la surface donnee; 
4n{n—l)(n—2) plans tangents siationnaires; c'est-a-dire que ce nombra 
est la class^ de la developpable formee par les plans station- 
naires (qui touchent la surface donnee aux points paraboliques (5.)); et 
^«(ä— 1}(« — 2)(V— «^ + «— 12j plans tangents doubles; c'est-a-dire que 
ce nombre est la classe de Tenveloppe des plans bitangents 
(qui touchent la surface donnee en deux points distincts). 

£n supposant la surface fondaraentale sans lignes multiples, une quel- 
conque de ses sections planes sera de Tordre n, de la classe i»(n— 1), sans 
points multiples, et par suite eile aura 3i»(n— 2) points d'inflexion et ^»(»— 2)(»^— 9) 
tangentes doubles; il y a donc, dans un plan quelconque, ces nombres de 
droites osculatrices et de droites bitangentes a la surface donnee. 

9. Si la surface fondamentale a un point multiple o, dont r soit le 
degre de multiplicite , ce möme point sera multiple suivant r— 1 pour la 
premiere polaire d'un point quelconque; et par consequent la classe de la sur- 
face donnee en sera diminuee de r(r—lf unites. 

Le mdme point o sera multiple suivant r pour toutes les surfaces po- 
laires de o; d'oü il suit que la polaire (n— r)^'"'' sera un cone d'ordre r, et 
les polaires d'ordre moins eleve seront indeterminees. 

Si la surface fondamentale possede une ligne multiple suivant r, la 
premiere polaire d'un point quelconque passe r-^i fois par cette ligne. Dans 
notre but, nous n'avons pas besoin de nous arröter a^chercher Tinfluence 
d'une ligne multiple sur la classe de la surface donnee. 

Nous nous bornons a observer que, si la surface donnee est le Systeme 
d'un plan et d'une autre surface, et que le pole soit pris dans ce plan, la 
premiere polaire sera composee du möme plan et de la premiere polaire re- 
lative a la deuxieme surface. 

10. Les polaires du m^me ordre par rapport aux surfaces d'un faisceau, 
le pole etant un point fixe, forment un autre faisceau qui est projectif au 
premier. De mdme, si au lieu d'un faisceau, on a un reseau ou un Systeme 
lineaire, les premieres polaires d'un point fixe forment un reseau ou un 
Systeme lineaire, respectivement. 

Si par la courbe d'intersection de deux surfaces d'ordre n, on peut 
faire passer un cone du möme ordre, le sommet de ce cone aura les mömes 
polaires par rapport aux deux surfaces. 



^ 



• 
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11. Soit F« la surface fondamentale donnee; o, o* deux points quel- 
conques; P^^ Po' lös premieres polaires de o, o' par rapport ä F.,- F^o' la 
premiere polaire de o par rapport a P^; et F^/« la premiere polaire de o' par 
rapport a F«. Nous allons demontrer que Poo» et F^/^ ne sont qu'une seuie 
et möme surface d'ordre a— 2. ^ 

Soit £ un plan mene arbitrairement par o>; et K^ le cone dont o est 
le soromet, et la courbe (£F«) est la directrice. D'apres un theoreme 
connu*), les surfaces F«^ K^ se couperont suivant uue autre courbe situee 
sur une surface F«_i d'ordre n— 1. La surface donnee appartient au faisceau 
determine par le cone K^ et par le lieu compose £F.„i; donc (10.) la polaire 
Po' appartiendra au faisceau determine par le cone K^i^ polaire de o* par 
rapport a K^^ et par le lieu compose EF^^^ oü F«^ soit la premiere polaire 
de par rapport ä F^i; car (9.) ce lieu compose est la premiere polaire de 
o' par rapport an lieu EF^i. Or la polaire P^oß colncide (10.) avec la 
premiere polaire de o par rapport a EF^2^ donc eile passera par la courbe 
dMntersection de la surface F^^ avec le plan E (9.). 

Fuisque la surface F, passe par la courbe (Ä^,£F^_i), la polaire F^ 
colncidera avec la polaire de o par rapport au lieu EF^i (10.), et passera 
consequemment (9.) par la courbe (EF^i). Donc la surface P^^o passe par la 
courbe polaire de o' par rapport au lieu EF^i , c. a. d. par la courbe ( jEF^^a)« 

On conclut d'ici que tont plan E mene par o' coupe les polaires Poo* 
et Po^o suivant une seule er mdme courbe d'ordre (n— 2). Donc ces sur- 
faces colncident en une seule et möme surface, que nous appellerons 
deuxitme polaire mixte des points oo\ 

II est tres-facile maintenant de passer a un theoreme plus general, 
relatif aux polaires d'un ordre quelconque. 

12. Des theoremes (11.), (2.) on tire sans peine cet autre enonce: 
Si la premiere polaire d'un point x par rapport a la premiere 
polaire d'un autre point o passe par un troisieme point o\ la 
premiere polaire de x par rapport a la («— 2)*'"*' polaire de o' 
passera par o. 



*) On sait que par la courbe commune ä deux surfaces d'ordre n il passe un 
nombre infini de surtaces du m^me ordre. Par cons^quent^ si deux surfaces d' ordre 
n passeut par une courbe d'ordre nr (r<in) situee dans une surface d'ordre r, elles 
se couperont en outre suivant pne autre courbe d'ordre n(n—r)y situee dans une sur- 
face d'ordre n — r. 
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Et de mdme un theorerae analogue pour les polaires d'ordre quel- 
conque. 

13. Si la premiere polaire de o a an point double o\ la premiere 
polaire d'uii point quelconque x par rapport ä la premiere polaire de o passera 
(9.) par o\ et par consequent (12.) la premiere polaire de x par rapport a 
la quadrique polaire de o' passera par o. De plus, puisque la deuxieme po- 
laire de passe par o', il en suit que o est situe dans la quadrique polaire 
de o' (2.). Donc, o est un point double pour la quadrique polaire de o'; 
c'est-a-dire que la quadrique polaire de o' est un cone de sommet o. 

Analoguement, si la surface r^*"^ polaire de o a un point double 
o\ la surface («-r— 1)*"'* polaire de o' a un point double en o. 

14. Si le pole pareourt une droite R, de quelle elasse est la de- 
veloppable enveloppee par le plan polaire? Les plans passant par un point 
arbitraire i ont leurs poles dans la premiere polaire de ce point; cette surface 
rencontre R en n — i points; Tenveloppe cherchee est donc de la elasse 
n —i *). Nous donnerons a cette surface la denomination de däeeloppable 
polaire de la droite Ä**). 

Les plans tangents de la developpable qui passent par un point i sont 
les plans polaires des n— 1 points oü R est coupee par la premiere polaire 
de i; donc, si cette polaire est tangente a A^ le point i appartient a la de- 
veloppable. C'est-a-dire que 

La developpable enveloppee par les plans polaires des 
points d'üne droite est le Heu des poles des premieres polaires 
tangentes a cette droite. 

Chacnne des droites generatrices de la developpable est le lieu des 
poles dont les premieres polaires touchent R au mdme point. Parmi ces 
premieres polaires il y en aura une, laquelle sera osculee par R; le pole de 
cette polaire appartient donc aussi a la generatrice infiniment voisine. Ce qui 
revient a dire que la courbe cuspidale de la developpable est le 
lieu d'un point dont la premiere polaire est osculee par R. De 
mSme, la courbe nodale de la developpable sera le lieu d'un 
point dont la premiere polaire a un double contact avec R. 

*) Si la surface fundamentale a un point o multiple suivant r, ce point est mul- 
tijple suivant r — 1 pour la premiere polaire d'un pole quelconque (9.); d'oü il suit que, 
81 R passe par o, lenveloppe des plans polaires sera de la elasse n — r. 

**) On d^montre pareillement que la developpable polaire d'une courbe d'ordre m 
est de la elasse m{n — 1). 

Joarnal für Mathematik Bd. LXVIII. Heft 1. 2 



10 Cremona^ memoire de geometrie pure sur le$ surfaces du troisiäme ordre. 

Od peut tres-facilement delerminer Tordre de la developpable polaire 
et de ses conrbes singulieres. Les points d'une droite arbitraire sont les poles 
d'un faisceau de premieres polaires; dans ce faisceau il y en a 2(n— 2) tan- 
gentes ä R; donc ce nombre est l'ordre de la developpable. Un plan 
quelconque mene par R coupe les premieres polaires de ses points suivant un 
reseau de courbes d'ordre n— 1; dans ce reseau il y a 3(i»— 3} courbes os* 
culees par ß, et 2(w— 3)(«— 4) courbes touchees par R en deux points dis- 
tincts; par consequent, la courbe cuspidale est de Tordre 3(ii— 3), 
et la courbe nodale est de Tordre 2(w— 3)(«— 4). 

D'apres les relations connues entre les caracteristiques d'une develop- 
pable*), on trouve que la courbe cuspidale a 4(i}~4) points stationnaires, 
c'est-ä-dipe quMl y a autaut de points dont les premieres polaires ont un 
contact du troisieme ordre avec R; etc. 

15. Considerons la surface enveloppee par les plans polaires des points 
d'une surface donnee S^ d'ordre m. Les plans polaires qui passent par une 
droite arbitraire ont leurs poles (3.) dans une courbe de Tordre (n— 1)^; donc 
Tenveloppe cherchee est de la classe m(n— 1)^ Les plans tangents qu'on peut 
mener par une droite quelconque ä cette surface, que nous designerons par 
Ky sont les plans polaires des intersections de la surface donnee S^ avec la 
courbe d'ordre {n—iy correspondante a cette droite; donc cette droite sera 
tangente ä K^ si la courbe correspondante touche S^. Far consequent, si 
deux droites, se coupant en un point i, correspondent a deux courbes d'ordre 
{n—if tangentes ä S^, \e point i appartiendra a K. Or, ces deux courbes, 
d^apres leur definition (3.), sont situees sur la premiere polaire de i; donc la 
surface K est le Heu d'un point dont la premiere polaire est 
tangente a S^, 

Si m = 1 , Ä" est Tenveloppe des plans polaires des points d'un plan 
donne E et en möme temps le Heu des poles des premieres polaires tangentes 
a ce plan. Cette surface, de la classe («— 1)^, est de Tordre 
3 (« — 2)^; en effet, les premieres polaires des points d'une droite arbitraire 
sont coupees par E suivant un faisceau de courbes de Tordre n— 1, et dans 
ce faisceau il y a 3(ii— 2)^ courbes avec point double. 

Les premieres polaires des points d'un plan quelconque coupent E sui- 
vant un reseau de courbes d'ordre n —1 ; or, on sait que dans un tel reseau 



*) [Voir la Teoria geometrica delle superficie d4]k cit-6e, 10 — 12.] 
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il y a |(w—2)(«--3)(3«^ — 9« — 5) courbes avec deux points doubles/et 
12(«— 2)(«--3) courbes avec un point stationnaire ; ia surface K possede 
donc une courbe nodale et une courbe cuspidale^ dont ces nombres 
expriment les ordres. 

D'apres ce qui precede, si la premiere polaire d'un point t tonche le 
plan E au point i'^ reciproquement le plan polaire de i est tangent a /T en i. 
Soit f" un point commun au plan J5 et a la surface fondamentale; le plan 
polaire de t sera tangent en i' a celte surface et en i a K: donc la sur- 
face K est inscrite dans la developpable qui est £irconscrite a la 
surface fondamentale le long de sa section par le plan E. 

16. On a vu (3.) que le lieu des poles des plans passant par une 
droite est une courbe gauche d'ordre (ii~l)^ On peut de möme demander 
le lieu des poles des plans tangents d'une surface quelconque de la classe m. 

Si la surface donnee est developpable, eile aura fii(«— 1)^ plans tan- 
gents communs avec la surface de classe {n—if^ enveloppe des plans polaires 
des points d'un plan quelconque E (15.); et des lors, ce plan E contiendra 
autant de points du lieu demande. Donc, le lieu des poles des plans 
tangents d'une developpable de la classe m est une courbe gauche 
d'ordre m(w— 1)^ 

Si la surface donnee n'est pas developpable, eile aura m^n—i) plans 
tangents communs avec la developpable de classe n—i formee par les plans 
polaires des points d'une droite quelconque R (14.); d'oü il resulte qu'une 
droite quelconque contient m(n— 1) points du lieu demande. Ainsi le lieu 
des poles des plans tangents d'une surface quelconque de la 
classe m est une autre surface d'ordre m(n—i). 

Cliapitre deuxleme. 

Systemes de surfaces d'ordre quelconque. 

17. Si Ton se donne deux faisceaux projectifs de surfaces d'ordre Hi 
et 7i2 respectivement , le lieu de la courbe dMntersection de deux 
surfaces correspondantes est une surface d'ordre 1»]+^, qui passe 
par les courbes d'ordre n] et n^, bases des faisceaux donnes. 

En un point quelconque de la premiere base, la surface d'ordre ni+th 
est touchee par la surface d'ordre iii, qui correspond a la surface d'ordre «^ 
passant par ce point. 

2* 
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18. Soient donnes trois faisceaux projectifs de surfaces d'ordre Ui 
fh^ /}3 resp. Les deux premiers faisceaux engendrent (17.) ane surface d'ordre 
fti+iis; de meme, le premier et le troisieme faisceau donnent une surface 
d'ordre »1 + ^3- Ces deux surfaces passent par la courbe d'ordre n\^ base 
du premier faisceau, et par suite elles se couperont suivant une aulre courbe 
d'ordre («i + »2)(wi+W3)— »J, qui passe evidemment par les n\{f^i + n^) points 
oü la base du premier faisceau rencontre la surface engendree par les deux 
autres faisceaux, etc. Donc 

Le lieu des points oü se coupent trois surfaces correspon- 
dantes de trois faisceaux projectifs d'ordre i2t, f^^ n^^ est une 

courbe gauche d'ordre «2«3+«3'«i+»>i«29 q^i «i('*2+«3) points com- 
muns avec la base du premier faisceau, etc. 

19. Soient donnes quatre faisceaux projectifs de surfaces d'ordre »1, 
^29 i»3, n^ resp. Le troisieme et le quatrieme faisceau engendrent (17.) une 
surface d'ordre fh-{-n^ qui passe par la base du troisieme faisceau et a par 
suite «J(«i + »2) points communs avec la courbe d'ordre W2«3+%'2i+»i»2 en- 
gendree (18.) par les premiers trois faisceaux. Donc, cette courbe et cette 

surface se couperont en («3 + W4) («2 Wj + «3 »i + «1 «2) — «3 (^i + ^2) «utres points, 
c'est-ä-dire que 

II y a 112^3^4+^1% ^4+ '>i^2^4 + ^i^'23 points, dont cbacun est 
commun a quatre surfaces correspondantes de quatre faisceaux 
projectifs d'ordre %, th^ %, 114. 

20. Dans un faisceau de surfaces d'ordre n^ combien il y en a qui 
soient douees d'un point double? Prenons quatre points arbitrairement dans 
l'espace; leurs premieres polaires forraeront (lO.j quatre faisceaux projectifs 
d'ordre «—1. Si une des surfaces donnees a un point double, la premiere 
polaire d'un pole quelconque passe par ce point; et par consequent les points 
doubles sont les points de l'espace par lesquels passent quatre surfaces cor- 
respondantes des quatre faisceaux de polaires. Le nombre des surfaces du 
faisceau donne, qui ont un point double, est donc (19.) 4(«— 1)^ 

21. On demande le lieu des poles d'un plan par rapport aux 
surfaces d'ordre n d'un faisceau. Soient a, 6, c trois points pris arbi- 
trairement dans le plan donne; si x est le pole du plan abc, reciproquement 

• 

(2.) les premieres polaires de a, b, c passent par m. Or, les premieres po- 
laires de a, b, c forment trois faisceaux projectifs d'ordre n—l ; le lieu cherche 
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est donc (18.) une courbe gauche d'ordre 3(w— 1)\ qui passe par les 
4(ii— 1)^ points doubles (20.) du faisceau donne. 

22. Soient donnes deux reseaux projectifs de surfaces d'ordre ^i, n, ; 
un faisceau quelconque, compris dans le premier reseau, et le faisceau, qui 
lui correspond dans Tautre reseau, engendrent une surface * d'ordre «1+182. 
Les surfaces forment elles-mdmes un reseau. Soient, en effet, a et 6 
deux points arbitraires dans Tespace. Par a passent deux surfaces correspon- 
dantes Ry R des deux reseaux; et de möme^ deux autres surfaces correspond antes 
Qy Q' passent par 6. Les surfaces (Ä^ Q)^ (/?', Q') determinent deux faisceaux 
projectifs, a Taide desquels on peut engendrer la surface 4>|: la seule qui passe 
par a et b. 

Soit Py P' une autre couple de surfaces correspondantes des deux 
reseaux, qui n'appartiennent pas resp. aux faisceaux (RQ)^ {RQ*)- Les faisceaux 
(PA), [PK] engendreront une autre surface 4>2; et de mönie les faisceaux 
{QP\ {Q'P*) une troisieme surface *3. Les surfaces 0|, *2 passent par la 
courbe RR d'ordre Uith^ elles ont donc une autre courbe commune, de l'ordre 
(mi + 1»2)^ — ' «»1 1^ . Un point quelconque de cette courbe, considere comme situe 
sur 01 , est commun a deux surfaces correspondantes S^ S* des faisceaux {RQ)^ 
{RQ')\ et le möme point, considere comme situe sur 4^29 appartieut aussi a 
deux surfaces correspondantes T, T' des faisceaux (PÄ), (P'R). Les deux 
faisceaux {PQ)^ {TS)^ appartenant a un mörae reseau, ont une surface com- 
mune Uy a laquelle correspondra, dans l'autre reseau, une surface U' commune 
aux faisceaux (P'Q')^ {T'S'); d'oü il suit que tout point de la courbe d'ordre 
»i+«2+»i«2, savoir tout point commun aux surfaces S^ S'^ T, T,', est un point 
commun aux bases des faisceaux (TS)^ {T'S')^ et par consequent il est commun 
aux surfaces l/, U', Donc cette courbe d'ordre «5+«?+«i^, commune aux 
surfaces 0i, ^2, est situee aussi sur 4>3, et peut ötre regardee comme base 
du reseau des surfaces 4>. (Ce reseau est determine par les trois surfaces 
0i, 4>2, 4>3, lesquelles n'appartiennent pas au mdme faisceau, car ^2 n^ con- 
tient pas ia courbe RR). 

Concluons donc que les surfaces d'ordre »i+fij, sur lesquelles 
sont situees les courbes d'intersection des surfaces correspon- 
dantes de deux reseaux proj-ectifs d'ordre i^i, «2, forment un 
reseau et passent toutes par une mdme courbe gauche de l'ordre 

Deux surfaces P , Q Au premier reseau donne se rencontrent suivant 
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une courbe d'ordre n\^ a laqueile correspond une courbe FQ' dWdre h\ dans 
Tautre rcseau. Ces deux conrbes, eti generale ne sc coupent pas; mais pour 
Celles qui se coupent, Ies points d'intersection apparüennent evidemment a la 
courbe d'ordre »J+«^ + »i«2. Aulrement: chaque point de cetle courbe 
est commun aux bases de deux faisceaux correspondants, au Heu 
que par un point arbitraire de Tespace ne passe plus qu'une couple de sur- 
faces correspondantes. 

23. Trois reseaux projectifs de surfaces d'ordre Ui^ itQ, 
113 resp. eiant donnes, quel est le Heu d'un point par lequel 
passent trois surfaces correspondantes? Soit G une droite arbitraire, 
X un point quelconque de G, Par x passent deux surfaces correspondantes 
des Premiers deux reseaux; la surface correspondante du troisieme rencontrera 
Cr en % points x\ Si Ton fixe arbitrairement un point x sur G^ Ies surfaces 
du troisieme reseau qui passent par x' forment un faisceau, anquel corre- 
spondent, dans Ies tiutres reseaux, deux faisceaux qui, etant projectifs, en- 
gendrent (17.) une surface d'ordre iti+n?- Cette surface coupera G en «i+iss 
points x. II y aura donc, d'apres un lemme connu, (ni4-».>)+^ coincidences 
de X avec x*y c'est-ä-dire que le lieu cherche est une surface de Tordre 
«1+^ + ^3* II est evident que cette surface passe 1^ par un nombre 
infini de courbes gauches d'ordre »2^3 + ^^i + Mi^9 chacune des- 
qnelles est engendreo (18.) par trois faisceaux correspondants 
dans Ies trois reseaux donnes; 2^ par Ies n\ points communs 
aux surfaces du premier reseau, et de möme ponr Ies autres re- 
seaux; 3"". par la courbe d'ordre iii+^ + i»iii2 engendree (22.) par 
ies deux premiers reseaux; et de mdme pour Ies autres combi- 
naisons binaires des trois reseaux. 

24. On donne quatre reseaux projectifs de surfaces d'ordre »i, i»2. 
Ms, i»4 resp.; cherchons le lieu d'un point oü se coupent quatre surfaces cor- 
respondantes. Les surfaces correspondantes des premiers trois reseaux se 
coupent sur une surface (23.) d'ordre 121+^2+ 1^3; et de mdme le premier, le 
deuxieme et le quatrieme reseau donnent une surface d ordre fii+^+^i- Ces 
deux surfaces ont en commun la courbe dWdre ft]+ii^+Mi«2 engendree (22.) 
par les premiers deux reseaux, elles se couperont donc suivant une autre 
courbe d'ordre («i+«2+«3J(»i+«2+«4)^(«J+«2+«i«2); d'oü il suit que 

Le lieu d'un point par lequel passent quatre surfaces cor- 
respondantes de quatre reseaux projectifs d'ordre i»i, 112, fh^ f^\ 
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est une courbe gaacbe de l'ordre 

Gelte courbe contient evidemment un nombre infini de systemes de 
«2«3«4+«,»3W4 + «i»2»4+«i«2»3 poiiils, cbsque Systeme elant engendre (19.) 
par quatre faiseeaux correspondants dans les reseaux donnes. 

25. Dans quel lieu sont distribues les points doubles des 
surfaces d'un reseau d'ordre n? Les premieres polaires de quatre points 
arbitraires de l'espace (20.) forraent quatre reseaux projectifs d'ordre « — 1, 
dans lesquels les surfaces correspondantes se coupent, quatre a quatre, sur une 
courbe gauche (24.) de l'ordre 6(/*--l)^ Cette courbe est donc le 
lieu demande. Elle contiendra evidemment les A{n—\f points doubles de 
chaqne faisceau compris dans le reseau donne. 

26. De quel ordre est le lieu d'un point x, dont les plans polaires 
par rapport ä deux surfaces d'ordre a, v se coupent sur une droite fixe G? 
Si les plans polaires de x passent par un point j^ de G^ reciproquement les 
premieres polaires de y se couperont en x, Si y parcourt la droite G^ les pre- 
mieres polaires de y forment deux faiseeaux projectifs d'ordre .a— 1, v— 1, 
qui engendreront (17.) une surface d'ordre ,u+y— 2. Cette surface est donc 
le lieu demande. 

Tout point commun a cette surface et a la courbe d'ordre fiVj inter- 
section des surfaces donnees, a pour plans polaires les plans tangents, au 
mSme point, aux deux surfaces; la droite commune ä ces plans est donc tan- 
gente en ce point a la courbe. Or, cette droite est rencontree par G; il y 
a donc autant d'intersections de la surface d'ordre jli + v—2 avec la courbe 
d'ordre /ttv^ que de tangentes de cette courbe rencontrees par G; c'est-a-dire 
que les droites tangentes a la courbe d'intersection de deux 
surfaces d'ordre .u, V forment une developpable de l'ordre 
av(^+i/-2). 

27. Revenons maintenant aux surfaces 0i, 4>2 (22.), que nous avons 
vues se couper suivant deux courbes, dont l'une est de l'ordre nl+ni+Uifh 
et l'autre est l'intersection de deux surfaces d'ordre »1,^2. La surface, lieu 
d'un point dont les plans polaires par rapport a ^^^ ^2 se coupent sur une 
droite donnee, est (26.) de l'ordre 2 («1 + 112— 1) et renconlre la premiere courbe, 
non-seulement aux points oü celle-ci est touchee par des droites croisees 
par la droite donnee (seit r le nombre de ces points, savoir l'ordre de la 
developpable osculatrice de cette courbe), mais encore aux points (seit s 
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leur norabre) oü la premiere courbe est rencontree par Tantre. 
En effet chacun de cespoinls est un point de contact entre 0i et *2 9 et par 
suite il a möme plan polaire par rapport a ces sarfaces. Nous aurons donc 

2(«, + »2-l)(«i + «?+«i«2) = r+s. 
En faisanl le mdme raisonnement pour la deuxieine courbe, et en observant 
que pour celle-ci Tordre de la developpable osculatrice (26.) est «iiij (iii+«2— 2), 
on aura 

d'oü Ton tire 

8 = «i^f>(«|+l«2). 

r = 2(«I + f*o!)(«i+i«a~l}4-i»,i»n«i + «2-2)*). 

28. Considerons de la mönie maniore les deux surfaces dordre 
«i+Wal »i öt W1+W2+W4 (24. ) qui se coupent suivant deux courbes, dont l'une est 
de Tordre wl4 w^+Wi«.» et Taulre de Tordre ii2«3+»3«i+»i«2+Wi«4+«2»4+»3^4. 
Soit r Tordre de la developpablo osculatrice de la derniere courbe, et ^' le 
noinbre des intorsections dos deux courbes; nous aurons, comme 

ci-dovant, 

(2i»i-|-a»H nr\ n, ■ 2)iW2«3+«3«, + ---) = r*+s, 

(2i», + 2», I i»A I W4-2)(»l+«2 + Wi«2) = r+s', 
et pur consoquont 

S' --^ (»,-| H^){h\ I !•{ I W,l»2) + «i»2(«i+«2), 

r' -- {HiHy\ H^nt I -0(l»l + llh+«3 + «4-2) + (l»2ll3«4 + «l«3«4+--0- 

29. SoionI donnös cinq reseaux projectifs de surfaces d'ordre i»i, 
fh^ ... Hj, roHp. ; Oll doiuande on conibien de points se coupent cinq surfaces 
corroHpoiidaiiloH. Kon deux premiers reseaux, combines successivement avec 
le» nulroH, donnoiil (2:i.) Irois surfaces d'ordre iii+«2+«3, »i+i»2+«4i «i+«2+«$ 
roNp. quI piiHH«»nl toutes par la Vourbe d'ordre Mi+»:>+Miiih<) engendree (22.) 
pur lod dtMix premiers reseaux. De cos trois surfaces« les deux premieres 
HO ronronlrenl Huivnnl une aulro courbe qui ^28.) a s points commons avec 
otdio inontionni'«o loul"-i\-rhoure; donc cette autre courbe, qui est de Tordre 
n^n^ I ^1^1 1 •'• ronconirora la Iroisiemo surface en v*^i+iti»i+-)(*i+* +*s)— *' 
NMtrnN poInlH. Donc: 

11 y II M|Mji».tl HiHiH^ I ***4 Mii»4M^ points« chacun desquels est 
pilliiA \\ hl foin nur cinq surfaces oorrospondantes de cinq re- 
piiMiux proJiMWifM dNirdro m,« M;« ... m^. 
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30. Quel est le lieu des poles d'un plan donne par rap- 
port aux surfaces d'ordre n d'un reseau? Soient a^ b, c Irois points 
arbitraires du plan donne (21.); les premieres polaires de ces points forment 
trois rjeseaux projectifs d'ordre « — 1; le lieu demande est donc (23.) une 
surface de l'ordre 3(« — 1), qui contient un nombre infini de 
courbes gauches d'ordre 3(»--l)', chacune de celles-ci elant le lieu des 
poles du plan donne par rapport aux surfaces d'un faisceau (21.) contenu dans 
le reseau propose. 

La courbe d'intersection de la surface d'ordre 3(w— 1) avec le plan 
donne est evidemment le lieu des points oü ce plan est tangent aux surfaces 
du reseau. 

31. Quel est le lieu d'un point qui ait m^me plan polaire par rapport 
ä une surface fixe d'ordre » et ä une des surfaces d'un reseau d'ordre m? 
Soit X un point pris arbitrairement sur une droite quelconque G; X le plan 
polaire de x par rapport ä la surface fixe. Le lieu des poles de X par 
rapport aux surfaces du reseau est (30.) une surface qui rencontrera G en 
3(m— 1) points x\ Inversement, si x' est un point quelconque de G, les plans 
polaires de ar' par rapport aux surfaces du reseau forment un autre reseau, 
c'est-ä-dire qu'ils passent par un m^me point; et par suile il y en aura n—\ 
tangents a la developpable (14.) polaire de G par rapport a la surface fixe. 
Ces «—1 plans sont les polaires (par rapport a la surface fixe) d'autant de 
point X de G, Le lieu demande sera donc une surface de l'ordre 

3(w--l) + «-l = 3m + ii-4. 
Tout point commun a cette surface et ä la surface fixe est situe dans son plan 
polaire; donc le lieu des points de contact entre une surface 
d'ordre n et les surfaces d'un reseau d'ordre m est une courbe 
gauche d'ordre w(3m + fi — 4). 

32. On se donne un faisceau de surfaces d'ordre n et un reseau de 
surfaces d'ordre m; et on demande le lieu des points de contact entre 
les surfaces du faisceau et celles du reseau. Ce lieu passe par la 
courbe d'ordre n^, base du faisceau, car les surfaces du reseau qui passent 
par un point de la base forment un autre faisceau, dans lequel il y a une 
surface qui touche une des surfaces d'ordre n*). De plus, chacune de ces 



*) Lorsque les bases de deux faisceaux de surfaces ont un point commun o, il 
7 a toujours une surface du premier faisceau et une surface du second, qui se toucbent 
en 0, En effet, les plans tangents en o aux surfaces du premier faisceau passent par 
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dernieres surfaces coiiti^nt une courbe d'ordre i»(3m + «— -4;, Heu des points 
de eontaci enfre cette surface et celles du reseau (31.)- D'oü il suit qu'une 
surface quelconque du faisceau donne rencontre le Heu demande suivant une 
courbe (composee) d'ordre «^ + ii(3w4-»--4}; ce Heu est donc de T ordre 
3m + 2»-4. 

Si ;i = m, et que le faisceau et le reseau aient une surface commune 
(ce qui arrive lorsque Tun et Tautre fönt partie d'un m^me Systeme lineaire), 
cette surface appartient tout entiere au Heu. D'aiUeurs, toute surface passant 
par la courbe commune a deux surfaces d'un Systeme Hneaire appartient a ce 
m^me Systeme; et si deux surfaces d'un faisceau ont un point de contact, ce 
point est double pour une autre surface du faisceau; donc 

Le Heu des points de contact des surfaces d'un Systeme 
lineaire d'ordre n, ou bien le lieu de leurs points doubles, est 
une surface de Tordre 4(«— 1). 

33. Cherchons le Heu d'un point dont le plan polaire par rapport a 
une surface fixe d'ordre n coincide avec le plan polaire par rapport a une des 
surfaces d'un faisceau d'ordre m. Seit E un plan arbitraire; x un point quel- 
conque de ce plan; X le plan polaire de x par rapport ä la surface fixe; 1q 
lieu despoles de JTpar rapport aux surfaces du faisceau est une courbe (21.) qui 
rencontre E en 3(m— 1)^ points x'. Reciproquement^ si x est pris arbitrairement 
dans E, les plans polaires de x par rapport aux surfaces du faisceau forment 
un autre faisceau, daus lequel il y a (n—iy plans tangents a la surface en- 
veloppe (15.) des plans polaires des points de E par rapport ä la surface 
fixe; et ces {n—if plans sont les polaires d'autant de poiats x de E. Si le 
point X decrit une droite quelconque * en E, le plan X enveloppe (14.) uaa 
developpable de la classe i»— 1, au Heu que les plans polaires des points de 
la mSme droite, par rapport aux surfaces du faisceau, enveloppent une surface 
de la classe 2(m— 1): en effet, cette droite est tangente ä 2(ifi— 1) surfaces 
du faisceau. U y a donc 2(m— l)(n— 1) plans, cbacuu desquels a sur la 
droite consideree un pole par rapport a la surface fixe et un pole par rapport 
a une des surfaces du faisceau; c'est*a-dire que, si x decrit une droite, ]ß. 
Heu de x' est une courbe de Tordre 2(i»— l)(ii— 1). Par consequent, d'apres 



une m6me droite, qui est la taugente en o ä la courbe- base de ce faisceau; de m^me 
pour Tautre faisceau. Par cons^quent^ le plan qui contient les droites tangentes en o 
aux deux courbes-bases touchera, en ce point, une surface de chacun des deux 



faisceaux. 
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iin theoreme connu*), le plan E contient 3(i» — 1)' + (»— 1)^+2(>»— 1)(//—1) 
points Xy chacun desquels co'incide avec un des points correspondants x; autre- 
ment, le lieu cherche est une courbe gauche dont Tordre est exprime par ce 
nombre. Celle courbe passe par les 4(f»—l)^ points doubles (20.) du faiseeau 
donne, car le plan polaire d'an poinl double, par rapport a la surface a la- 
quelle celui-ci appartienl, est indetermine (9.). 

Des intersections du lieu trouve avec la surface fixe, on deduit que 
dans un faiseeau d'ordre w il y a ;i{3(i»— t)^ -f- (»—1)^+2 (w—l)(ii—l )} 
surfaces qui ont un point de conlact avec une surface donnee 
d'ordre n, 

34. Deux systemes (lineaires) projeclifs de surfaces 
d'ordres Ui et fh resp. donnent lieu a un nombre infini de sur^ 
faces d'ordre W| + w^, chacune desquelles est engendree (17.) par 
deux faisceaux correspondants. Soient P, Q, R^ S, . . , des surfaces du 
premier Systeme, et P\ Q\ R', S'^ ... les surfaces correspondantes de Tautre 
Systeme. Les trois couples de faisceaux correspondants {PQ), {P'Q')^ iPR)y 
{FR); {PS), {FS') engendrent trois surfaces d'ordre »1 + 112 quipassent toutes 



*) BuppasoQ0 quC; dans un plan donn^^ ä un point quelconque x correBpondent 
deux courbes d'ordres 11 ei v resp., qui se coupent en /mv points a?; de mani^re qu'au 
point X correßpondront fAV points ixf. B^ciproquement; supposons qu'aux courbes (pi) 
passant par un point x* correspondent les points x d^une courbe d'ordre ft'^ et qu aux 
courbes (v) passant par le m^me point xf correspondent les points x d'une courbe 
d'ordre v'; d oü il s'ensuit au'ä un point x! correspondent ^'v' points x. Consid^rons 
les points x d'une droite; les courbes (/u) correspondantes ä ces points forment tine 
s^rie d'indice /u' (suivant la d^nomination de M. Jonquieres), et les courbes (v) cor- 
respondantes aux mdmes points forment, de mdme, une s^rie d'indice v*; et le lieu des 
intersections o/ des courbes correspondantes est (par un th^or^me du au m^me g^om^tre) 
Ulie courbe d'ordre fii^ + /m'v. Änaloguement; si x? d^crit une droite, le lieu de x est 
une courbe d'ordre fiv'-^-fi'v. 

Si le point x est situ^ dans sa courbe correspondante (u), quel est le lieu de o;? 
A un point quelconque x d'une droite arbitraire G correspond une courbe (fi) qui coupe 
G en fi points o/; au lieu qu'ä un point x' de la mdme droite correspond une courbe 
(^') qui coupe G en fi' points x. Le lieu demand^ est donc de Fordre fi-^fi\ De 
m^me, si x doit 6tre situ^ dans sa courbe correspondante (v), le lieu de x est une 
courbe de Tordre v-^-v', Les (/M+fiO(^"f"^) intersections de ces courbes sont ^videm- 
ment les points x dont chacun co'incide avec un des points correspondants x'. Or 
on a identiquement fiV + iuV-|-(/uy + ^'v) = (ju + /m')(v + ^); donc: si, dans un 
plan, on a deux systemes de points correspondants^ tels qu'ä cbaque point du premier 
Systeme correspondent a points de l'autre; qu'il chaque point du second Systeme 
correspondent J3 points du premier; et qu'une droite quelconque contienne / couples 
de points correspondants; il y aura ce-f ^-Hp" points doubles (oalmon, Anal. Geom, of 
ihree ditn. p. 511). 

3* 
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pur Ifi oourbe PP' d'ordre Wi».,, el par suite*) ont (»i + »2} (w; + »2) autres 
poinls communs. Chacun de ces points est situe sur des surfaces ^1, R^^ S^^ 
nppurlenanl resp. aux faisceaux [PQ), (PR)^ {PS]y el^aussi sur les surfaces 
correspondantes ^i, Äi, S, , qu» apparliendront aux faisceaux [P'Q')^ (^'Ä')«» 
(P'S'j resp. Donc, le point considere est commun aux bases des faisceaux 
{QiRij^ [Q\R\)\ dont le premier a une surface commune avec le faisceau 
{QR,9 et le second a une surface commune avec le faisceau {Q'R). Ces 
deux surfaces elant correspondantes, il en suit que le point, dont il s'agit, est 
silue sur la surface d'ordre w,+«2 engendree par les faisceaux {QR)^ (ö'Ä'j- 
Toules ces surfaces d'ordre «1 + 1I2 *onl donc en commun les 
{ni-\n2){n\ \ nl) points ci-dessus mentionnes. Par chacun de ces 
points passe un nombre infini de faisceaux correspondants; en 
d'aulres termes, chacun de ces points est commun a toutes les sur- 
faces de deux reseaux correspondants. 

^f). Soient donnes trois systemes (lineaires) projeclifs de surfaces 
dVirdres fij, n^^ Nj, resp. Un reseau quelconque du premier Systeme, combine 
uvüc les reseaux correspondants dans les autres systemes, donne (23.) une 
surface y^ d'ordre W| + w,.-t W3. Toules ces surfaces ¥^ forment un nouveau 
nysleme lineaire. Soient, en effet, a, 6, c trois points arbitraires dans Tespace. 
Les surfaces (iii) passanI par a forment un reseau; dans le reseau correspon- 
danl du deuxitMue Systeme il y a un faisceau de surfaces qui passent par a; 
et dans le faisceau oorrespondant du troisieme Systeme il y a une surface 
qui passe par ri. C'osl-a-dire qu'il y a trois surfaces correspondantes P, P\ 
P*' qui passent par ri. Do m^^uuN il y aura trois surfaces correspondantes Q, 
(J\ (>" passanl par h, et trois surfaces correspondantes R^ R\ R" passanl 
par r. ('Os surfaces delermlnent trois reseaux projeclifs {PQR)^ {FQ'R\ 
(P'\rit), qui ouKondreroul une surface V4, la seule qui passe par a, ft, c: 

Holt S. S\ iV" une aulro torne de surfaces correspondantes, qui n'appar- 
lleuMenl pas aux Irois reseaux mentionnes. Les lernes de reseaux correspon- 
dants [{ms\ ({nt\s\ ,{rR\s'); ,rt/\s\i7irs'),(7i r's'O; {pqs}, [Fq's'), 

l/''X;"N"i entrondreronl Irois autres surfaces V'^,, V'a, V;. Les surfaces V^», 
V^ eoMlIennenl la eourbe d'ordre i»ii»3 I <•»»! + Wii», engendree (18.) par les 



^) DiMix nurfNooM dordro n, {n, pAHAAUt par uno courbe d'ordre n^n^t se coupent 
milviiul um» «utrt^ rourbo dordro w* l-wj | n^n^ qui roncontro la prämiere (27.) en 

MiOnii» . , , , . , 

H, W|(N, I N,) - (.w, I w,)(»f I n\) puintM mm mtm^n »ur la premi^re. 



IIVHUI um* ttUiro ri»urin^ «urum »»i r^i i '•i '»t M"* iuiivuiiuü in piciuictv \^»v ^" 

w (w I W-) pointn. I>oh il »uit f|U*unn autre Nurface d'ordre «, -{-n^ passant par la 
OiiH» ViMirln» d'oniro w,w, rmiooutrrra la dtuxiiMne rourbc en (»i +«t )(»•? + '•I H-'^iO 
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trois faisceaux correspondants (ÄS), (/l'S'\ (JR"S"); elles se couperont donc 
suivant une aulre courbe de Tordre (»i + n^ + ^f — (»2«j+»3»i + «i«2). Un 
point qoelconque x de cette courbe, considere comme appartenant a ¥^|, est 
commun a trois surfaces correspondanles A, A\ Ä^ des trois reseaux qui 
engendrent ¥^, ; et analoguement, le m^me point x^ considere comme situe sur 
¥^2 9 sera commun ä trois surfaces correspondantes B^ B\ ß" des trois reseaux 
generateurs de W., Or, le reseau (PQS) et le faisceau (^ß), faisanl partie 
d'un meme Systeme lineaire, ont une surface commune C^ ä laquelle correspon- 
dront, dans le deuxieme Systeme une surface C commune au reseau (FQ'S') 
et au faisceau (ÄB')^ et dans le troisieme Systeme une surface C commune 
au reseau (P"(>"/S") et au faisceau {Ä'B"). Par consequent, le point x, etant 
situe sur les surfaces A, Ä^ Ä\ ß, B\ B'\ c'est-ä-dire sur les bases des 
faisceaux {AB)^ (^'Ä'}^ (-^"Ä")9 sera un point commun aux surfaces C, C\ 
C\ et par suite commun ä trois surfaces correspondantes des reseaux {PQS)^ 
{PV'S'), {P'Q'*S")\ ce qui revient a dire que x est un point de W^. On 
demontre de la möme maniere que x est situe sur ¥^4; donc toutes les 
surfaces ¥* forment un Systeme lineaire et passent par la courbe 
d'ordre »i + '^i + ^s+^i^j + ^aWi+^iW^. 

Cette courbe est, d'apres ce qui precede, le lieu d'un point ou 
se croise une infinite de ternes de surfaces correspondantes; en 
d'autres termes, le lieu d'un point commun aux courbes-bases de trois 
faisceaux correspondants; ou bien encore, le lieu d'un point commun 
a trois courbes d'ordres ^1, n]^ i»3, correspondantes dans les sy- 
Sternes donnes. 

Cette mdme courbe contient evidemment les («i+»2)(fij + »^) points en- 
gendres (34.) par les deux premiers systemes; et de m^me pour les autres 
combinaisons binaires des systemes donnes. 

36. On se donne qnatre systemes (lineaires) projectifs de surfaces 
d'ordres Hi, n^^, 113, 114 resp. et on demande Tordre du lieu d'un point commun 
a qnatre surfaces correspondantes. Soit G une droite arbitraire et x un point 
quelconque de G, On peut faire passer par x une (senle) terne de surfaces 
correspondantes des trois premiers systemes (35.); la surface correspondante 
du qnatrieme Systeme coupera G en n^ points x, Reciproquement, si Ton 
prend arbitrairement un point x sur G^ les surfaces (»4) passant par x* formen! 
un reseau, et les reseaux correspondants dans les trois premiers systemes en- 
gendrent (23) une surface qui rencontrera G en »1 + ^2 + % points x, Donc 



22 Cremona, memoire de g^ometrie pure sur les surfaces du troisidme ordre, 

Le lien d'un point oü se coupent quatre surfaces cor- 
respondantes de quatre systemes lineaires projectifs d'ordres 
»1, «2, »3, »4 est une surface de Tordre »i+ft2 + ii3+»4. 

Cette surface contient evidemment une infinite de courbes gauches 
d'ordre W2»3+«3Wi + Wi«2 + »i»4+«2»4+«3W4, chacune desquelles est engendree 
(24.) par quatre reseaux correspondants. La mdme surface passe par la courbe 
d'^ordre w? + «^ + «3+W2»3 + »3»i+»i»2 engendree (35.) par les trois preraiers 
systemes; et de meme pour les autres combinaisons ternaires des quatre sy* 
Sternes donnes. 

37. Quel est le Heu d'un point x dont les plans polaires, 
par rapport a quatre surfaces donnees d'ordres Ui^ »^^ n^^ n^ resp., 
passent par un mdme point x? Les premieres polaires de x doivent 
passer par x; et d'ailleurs les premieres polaires des points de Tespace, par 
rapport aux quatre surfaces donnees, forment quatre systemes lineaires pro- 
jectifs d'ordres »i—l, w^!— 1, »3— 1, «4— 1 ; donc (36.) le Heu du point x oü se 
coupent quatre surfaces correspondantes, c'est-a-dire le lieu demande, est 
une surface de l'ordre «i+«2+%+«4— 4. On donne a cette surface le 
nom de Jacobienne des quatre surfaces donnees, II est evident que la Ja- 
eobienne passe par les points multiples des surfaces donnees, car chacun de 
ces points a un plan polaire indetermine. 

Soit fjt4=:ii3; dans ce cas on a deux surfaces d'ordres isi, M29 et un 
faisceam de surfaces d'ordre ^3; et la Jacobienne devient une surface de Tordre 
ni+ii2 + 3(fi3~-2), lieu d'un point dont les plans polaires, par rapport aux 
surfaces d'ordres ^1, 112 et a toutes Celles du faisceau, ont un point commun: 
ou, ce qui est la meme chose, lieu d'un point dont les plans polaires, 
par rapport aux surfaces d'ordres ni, fi2 et ä une des surfaces du 
faisceau, passent par une mdme droite. Cette Jacobienne passe par 
les 4(iB3— 1)^ points doubles des surfaces du faisceau (20.). Si une des sur- 
faces du faisceau touche la courbe d'intersection des deux surfaces fixes, le 
point de contact appartient a la Jacobienne, car trois plans polaires de ce point 
passent par une mdme droite (la tangente a la courbe); il y a donc, dans 
un faisceau d'ordre »3, le nombre »i»2(«i+'»2+2«3— 4) de surfaces 
qui sont tangentes a la courbe d'intersection de deux surfaces 
donnees d'ordres Hi, n2. 

Si f}4 = 113 = 112 9 nous aurons une surface fixe d'ordre n^ et un reseau 
de surfaces d'ordre n^^ et la Jacobienne, surface d'ordre «i+3n2— 4, deviendra 
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le lieu d'un point dont le plan polaire par rapport ä la surface fixe coiacida 
avec le plan polaire par rapport a une des surfaces du reseau (31.)- Gelte 
Jacobienne conliendra la courbe gauche d'ordre 6(«2—l)% lieu des pointa 
doubles des surfaces du reseau (25.). 

Si »1 =«2 = «3 = «4 = »^ la Jacobienne, surface dVdre 4(«— 1), 
devient le lieu d'un point a: dont les plans polaires par rapport 
a toutes les surfaces d'un Systeme lineaire d'ordre n passent 
par un mdme point x. II resulte de ce qui precede que cetle surface 
est aussi le lieu des points doubles des surfaces du Systeme, et 
contient par suite un nombre infini de courbes gauches d'ordre 6(»— 1)^ cha- 
eune de celles-ci etant le Heu des points doubles d'un reseau appartenant au 
Systeme. On peut dire encore (32.) que la Jacobienne d'un Systeme 
Uneaire est le lieu des points de contact entre les surfaces 
du Systeme. 

Si » = 2, le Systeme est forme par des surfftces quadriques. Dans ee 
cas, les plans polaires de x passant par x\ reciproquement les plans polaires 
de x' passeront par x; c'est-a-dire que x' est lui-m6me un poiat de la 
Jacobienne. La Jacobienne (surface du quatrieme ordre) d'ua 
Systeme lineaire de quadriques est donc, non-seulement le lieui 
des soramets des cones du Systeme, mais encore le lieu des 
couples des poles conjugues par rapport a toutes les surfaces . 
du Systeme. 

38. Cherchons maintenant le lieu d'un point doB^t le>s plana 
polaires, par rapport ä trois surfaces donnees d'ordres i^i, i»^, 
03, passent par une m6me droite? Les premieres polaires des poi«is 
de Tespace, par rapport aux trois surfaces donnees, forment trois systeaies 
(lineaires) projeclifs d'ordres »j— 1, »2— 1^ «3— 1 resp. Un point da lieu doit 
dtre commun aux premieres polaires de tous les points d'une droite, c'est^a-dire 
que par ce point passe un nombre infini de ternes de surfaces correspondaftte» 
des trois systemes projectifs; le lieu cherche est donc (35.) uae courbe« 
gauche de Tordre («i~l )'+(%-! )'+(ti3-l)'+(«2~l)(«3-l)+(»3-1)(«i-l) 
4 (»I— l)(i82— l) = «?+f^+»3+»2»3+«3«i4^i«2-4(«i+»^+«3)+6^ qul passe evi- 
demment par les points multiples des surfaces donnees*). 

Si Hi^fh^ la courbe obtenue devient le lieu d'un poiat dont le plan: 



*) [On peut appeler cette courbe Jacobienne des trois surfaces donnees.] 
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polaire par rapport a une surface fixe d'ordre n^ colncide avec le plan polaire 
relatif a une des surfaces d'un faisceau d'ordre fh'^ on retombe ainsi sur un 
resultat deja oblenu autrement ^^33.). 

Si Wi = W2 = »3 = w, on retrouve la courbe gauche d'ordre 6»— 1)*, 
Heu des points doubles des surfaces d'un reseau d'ordre n (,25.); 
cetle courbe est donc aussi le lieu d'un poinl dont les plans polaires, 
par rapport a toutes les surfaces du reseau, passent par une 
meme droite. 

39. On se donne deux surfaces d'ordres iii, /^; les premieres polaires 
de tous les points de Tespace, par rapport a ces surfaces« formeront deux 
systemes lineaires projectifs d'ordres «i— 1, w^—l. Si un point x a mdme plan 
polaire par rapport aux surfaces donnees, les premieres polaires de tous les 
points de ce plan passeront par x^ c'est-a-dire que x est commun ä toutes 
les surfaces de deux reseaux correspondanis. Concluons donc (34. j que le 
nombre des points dont chacun a mdnie plan polaire par rapport 
aux deux surfaces donnees est [(»i— l)+(fi2— lj][(»|— l)'+(»2~-l)^]...*). 

Si Hi = n^2'i on a le nombre des points doubles d'un faisceau; chacun 
de ces points a, en effet, mdme plan polaire par rapport a toutes les sur- 
faces du faisceau. 

40. Quel est le lieu d'un point par lequel passent cinq surfaces 
. correspondantes de cinq systemes (lineaires) projectifs, d'ordres 

»19 th-i ••• »5 resp.? Les trois premiers systemes combines successivement 
avec le quatrieme et le cinquieme, donnent (36.) deux surfaces d'ordres 
»1 + ^+^3+114 9 Wj + %+% + % resp., qui passent ensemble par la courbe 
gauche d'ordre «i+i«2 + «^+»2«3+%»j + «i»2 engendree (35.) par les trois 
Premiers systemes ; elles se couperont donc suivant une autre courbe gauche 

de l'ordre »i»2+»i»3H |-»4W59 qui ©st le lieu demande. Naturellement 

cette courbe contient une infinite de groupes de «i»2«3H h»3«4»5 points, 

chacun desquels est engendre (29.) par cinq reseaux correspondants, apparte- 
nant aux systemes donnes. 

41. On se donne six systemes (lineaires) projectifs de surfaces d'ordres 
f»i , fh^ ... % resp. ; cherchons le nombre des points ou se rencontrent six 
surfaces correspondantes. Les trois premiers systemes, combines successive- 
ment avec le quatrieme, le cinquieme et le sixieme, donnent (36.) trois sur- 

*) [Nous pouvons dire que ces points forment la Jacobienne des deux surfaces 
donn^es.J 
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faces d'ordres »1 + »2 + «3 + «4 9 «i+«2+»3+»59 «i + »2+W3+«6 resp. qoi out en 
commun la courbe d'ordre «I + ii? + «3+«!z»3+«3»i + «iWi9 due (35.) aux trois 

Premiers systemes. Oulre cette courbe, les deux surfaces d'ordres «iH h«4 9 

«iH h«5 passent ensemble par une autre courbe de Tordre WiHjH h«4»5 9 qwi r^n- 

contre la premiere en «i^iH — l-«2»3+(«4+»5)(wi+«?+«3+«2«3+»3Wi+^i'^j)+2«jii2»3*) 
points. En calculant Texces du nombre total des intersections de la courbe 

d'ordre «i»2H l-«4W5 avec la surface d'ordre «iH hw«, sur le nombre pre- 

cedent, on trouve le nombre cherche. Donc il y a «i«i«3+ - + »^''sWü poinls 
dont chacun est commun ä six surfaces correspondantes de six 
systemes (lineaires) projectifs d'ordres n^^ n^, ... fh- 



Chapitre trolsleme« 

Assemblages synietriques. 

42. 8i deux faisceaux projectifs de surfaces du m^me ordre n ont 
une surface commune P^, mais qui ne correspond pas a soi-möme, on voit 
Sans peine que la surface 4> d'ordre 2^^ engendree par les deux faisceaux, 
sera touchee le long de la courbe -base du premier faisceau par la surface 
Pii de ce mdme faisceau, qui correspond ä la surface P12 de Tautre**), et 
sera toucbee le long de la courbe -base du second faisceau par la surface 
P22 de celui-ci, correspondante a la surface P12 du premier. Aux points 
communs aux surfaces Pn, P12, ^22? c'est-a-dire aux points communs aux 
bases des deux faisceaux. la surface 4» sera touchee par P^ et par P22; or 
ces deux surfaces, etant quelconques, n'ont en general aucun point de contact; 
donc les points communs a Pu, Pj2? ^22 sont doubles pour la surface 4>. 
C'est-a-dire que la surface engendree par deux faisceaux projectifs 
d'ordre n formant un assemblage symetrique a n^ points doubles. 

43. Les surfaces correspondantes de trois reseaux projectifs du möme 
ordre n soient representees resp. par 

PlM '129 '13 9 P149 
P2I1 P221 * 23? • '■249 
'311 P329 '331 P349 



• • • 



. • • 



*) On calcule ce nombre par la m^tbode employ^e ailleurs (27 et 28). 

**) En effet; la surface du deuxi^me faisceau qui passe par un point quelconque 
de la base du premier est P^^ (l?.). 
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et supposons que P^^ et P^r soieiil toujours une seule et möme surface. Dans 
cette bypothese, les trois reseaux forment un assemblage symetrique. Seit V 
la surface d'ordre 3it^ lieu d'un point oü se coopent trois surfaees correspon« 
dantes; on peut obtenir cette surface de la maniere suivante. 

Les deux faisceaux correspondanis (P22?^23)9 (^329^33) engendrent une 
surface 4>n d'ordre 2«, qui (42.) est toucbee par P33 le long de la courbe- 
base du second faisceau. De mdme, les faisceaux correspoodants {Pn^Pa)^ 
(Psi^Paa) engendrent une surface 02, d'ordre 2«, toucbee par P33 le long de 
la courbe PnPzi- Et les deux faisceaux correspondants {P2i^Pi3\ (Pai^PasX 
ou (ce qui revient au möme*)) les faisceaux correspondants (P^j^Pia), (Psj^Pm)^ 
engendreront une surface *i2 ou *2i d'ordre 2», rencontree par P33 suivant 
les courbes P13P33, ^^23^33^ et, ä cause de cela, toucbee par la mdme surface 
P33 aux points communs aux surfaees P,3, P,,, P33. 

Les surfaees analogues a 4>ii , 4>n, engendrees a Taide de faisceaux 
correspondants du deuxieme et du troisieme reseau, forment un nouveau reseau 
(22.)) et cbacune d'elles peut ötre regardee comme etant de|erminee par le 
faisceau du troisieme reseau qu'on emploie pour Tengendrer. De möme pour 
les surfaees analogues a ^,1, ^^^^^ engendrees ä Taide de faisceaux correspon- 
dants du premier et du troisieme reseau. 

La surface ^^ (du reseau 4^^^ ^i,, ...) et la surface 4^,1 (du reseau 
^219 ^32? • correspondent au mdme faisceau (Fas^Pas) du troisieme reseau 
donne, et resp. aux faisceaux {P22 ^ P23) ^ {Pi2 ^ Pn) du second et du premier 
reseau; ces surfaees contiennent donc, outre la courbe PyiP^^^ la courbe lieu 
des points oü se coupent trois surfaees correspondantes de ces trois faisceaux, 
qui sont projectifs. Et cette seconde courbe appartient aussi a V, car ces trois 
faisceaux sont correspondants dans les trois reseaux donnes. 

Analoguement, la surface 4>|2 (du reseau 4»j^, 4>|2, . . .) et la surface 
*22 (du reseau *2i9 *22 9 . . .) correspondent au möme faisceau {P^i^Pzi) du 
troisieme reseau donne et resp. aux faisceaux (^21^^23)9 (^im^u) du second 

*) Une surface d'ordre 2n, engendr^e par deux faisceaux projectifs (J7, F), 
(JU\ F') d'ordre n, peut aussi ^tre engendr^e par deux autres faisceaux projectifs 
(l/, l/'); (^> ^'); o^ ^ "°ö surface 17" du premier faisceau correspond une surface F" 
de Tautre^ de la manifere suivante: V^' rencontre la surface (2n) suivant la base (/{/' 
et une autre courbe K d'ordre n'^ par laquelle et par la base VV* on peut faire passer 
une surface F" d'ordre n. En effet, IT a n' points communs avec la base VV^ (les 
points communs aux surfaees IJ*\ V, F'); donc une surface d'ordre n, passant par la 
base VV et par un point de K non situ^ sur cette base^ auran'+l points communs 
avec K, et par cons^quent contiendra cette courbe^ tout enti^re. 
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et du premier reseao ;*par consequent, ces surfaces contiendrotit, outre la courbe 
^31^331 la courbe engendree par ces trois faisceaux^ qui sont projectifs: courbe, 
qui est aussi situee sur V^ parce qua ces faisceaux sont correspondants dans 
les reseaux doones. 

De mdme , une surface quelconque ^i^ du faisceau (^u , ^12) et la 
surface correspondante 4»,^ du faisceau {4>2\^^n) (Ics deux surfaces etant 
relatives a un möme faisceau du troisieme reseau donne) auront en commun^ 
non-seulement une courbe d'ordre v^ situee sur P33 et sur une surface du 
faisceau (P31 , P32), mais aussi une courbe d'ordre 3»^ situee sur ¥^. Les sur- 
faces W et P33 forment donc ensemble le Heu complet engendre par les 
faisceaux projectifs (^i,,*,,), (*2i,*22J. D'oü il suit que, *„ et *2i ötant 
une seule et mdme surface, la surface W est touchee par ^u et 4»n le 
long de deux courbes d'ordre 3n^ situees sur 4>x2 (42.); et que les 
points doubles de V^ sont les points coromuns aux trois surfaces 
^119 ^12 9 ^22- Or nous avons vu que ces surfaces sont touchees a la fois 
par P33, aux points communs aux surfaces P^, P239 ^33; ^^ chacun de ces 
points de contact absorbe quatre points d'intersection des trois surfaces ^*); 
la surface V a donc (2»)^— 4ii^= 4^1^ points doubles. Et par ces points 
passe tonte surface 4>^ engendree par deux faisceaux correspondants dans 
deux des reseaux donnes. 

44. On peut , d'une maniere analogue , construire la surface W Heu 
d'un point ou se coupent trois surfaces correspondantes des trois reseaux pro- 
jectifs (P,Q,R), {F,Q',R\ {F',Q'\K') d'ordres n,,th,n^, lesquels ne formen» 
pas un assemblage symetrique (23.). 

Les deux faisceaux {Q\ Ä'), (^", Ä") engendrent une surface *i d'ordre 
«2 +«3 9 q«i est coupee par Ä" suivant deux courbes, R*Q" et Ä"Ä'. 

Les deux faisceaux {Q^ R\ {Q'\ R") engendrent une surface 0i d'ordre 
«i+»3 9 q«i est coupee par Ä" suivant deux courbes, R"Q" et Ä"ß. 

Les deux faisceaux (P', Ä') (P", R") engendrent une surface *2 d'ordre 
«2 +«3 9 qui est coupee par Ä" suivant deux courbes, Ä"P" et Ä"Ä'. 

Et les deux faisceaux (P, Ä), (P",R") engendrent une surface *i 
d'ordre ii| + i»3, qui est coupee par Ä" suivant deux courbes, Ä"F" et Ä"Ä. 

Les surfaces 0i, 4» determinent un faisceau d'ordre ih+fh projectif 



*) Cela est Evident pour deux surfaces quelconques et un plan qui se touchent 
en un m^me point. 
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au faisceaa {Q", P"). Si S'' est une surface quelconque ie ce dernier faisceau, 
les faisceaux correspondants {S', R!)^ {S'\ R') engendreront la surface 4> (du 
faisceau (*|,*2)) qui correspond a S". 

De mdme, les surfaces 0'i, 4^2 delerminent un faisceau d'ordre ^1 + ^3 
qui est, lui aussi, projectif au faisceau {Q", P"). La surface 4^' correspondante 
a S" est eogendree par les faisceaux correspondants {S^R\ {S'\R"), 

Les surfaces ^, 4^', outre la courbe R*S\ contiennent evidemment 
la courbe lieu d'un point oü se croisent trois surfaces correspondantes des 
faisceaux projectifs (S, Ä), {S',R')^ (S", Ä"): courbe qui est situee sur V, 
car ces trois faisceaux sont correspondants dans les reseaux donnes. Les 
faisceaux projectifs (*i,*2), (*i,*i) engendrent donc un lieu qui est com- 
pose des surfaces Ä" et V^. 

45. Dans la recherche precedente soit Ut =^n2 = nj = n. Dans ce cas 
((43.). note) une surface quelconque R^i du faisceau {R\ R*) coupe 4»| et ^2 
suivant deux courbes situees resp. sur deux surfaces ()„9 Po appartenant aux 
faisceaux [Q'^ Q"\ (P', P")- D'ou il suit que les reseaux projectifs (P, Q, R\ 
(Po, ßu^fifi), {P''^Q'*yR') donneront naissance aux mduies surfaces *j, *2, 
^1? ^29 et engendreront une surface d'ordre 3n qui, ayant quatre courbes 
d'ordre 3«' en commun avec ?P, coincidera -avec cette derniere surface. C'esl- 
a-dire que, si une surface d'ordre 3« est engendree par trois re- 
seaux projectifs {P,Q,R,...), {F,Q',R, ...), {P",Q\R', ...) d'ordre 
n, on peut substituer a Tun de ceux-ci, par ex. au deuxieme, un nouveau 
r^seau (P», Po? ^m •••} projectif aux donnes, et forme par des surfaces qui 
appartiennent resp. aux faisceaux {P\ P"), {Q\ P"), (Ä', R% .... 

Analoguement, nous pourrons remplacer un autre des reseaux donnes, 
{P,Q,R,...) par un nouveau reseau {P"', Q"',R", ...) projectif au precedent, 
oü les surfaces P'", Q'"y R"y . . . appartiennent resp. aux faisceaux (P, Po), 
{QfQi))^ {RyRii)^ ou, ce qui est la möme chose, aux reseaux {P,P\P"\ 
{QyQ\Q") et {R^R\R'). Donc enfin, on pourra engendrer la m6me 

surface ?F par trois nouveaux reseaux (P'",P'",Ä'",...), (i^'^C^'^Ä^^.)^ 
P^^ ()^', Ä^, . . .) projectifs aux donnees et formes par des surfaces 
appartenant resp. aux reseaux (P,P',P",...), {QyQ\Q*\"»)^ (ß^Ä'^Ä'V-O- 
De plus: les reseaux projectifs {P,F,F',F',..,\ {QyQ',Q'\Q"',-) 
et {R,R,R"yR",...) engendrent une surface d'ordre 3»' qui contient 
les quatre courbes *!*?, *i*'i, *l*i, *2*2 d'ordre 3«^, et par suite 
coincide avec W. 
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46. Representons par 

*1M «129 '^Ht *i4l *I5? • • •• 

*2M *22 9 *23^ *24 1 ^^25 9 • • • 

* 3J ? -«32 ^ •'*33 t * 34 ? * 35 ? ... 

'419 "^ 42 1 * 43 9 * 441 •* 45 9 • • • 

les surfaces correspondantes de quatre syslemes lineaires projectifs du möme 
ordre n, et supposons que F,.^ et P^r seit toujonrs une seule et m6me sur- 
face. Dans cette hypothese, les quatre systemes forment un assemblage syme- 
trique. La surface J d'ordre 4n^ lieu d'un point oü se coupent quatre sur- 
faces correspondantes (36.), peut ötre construite de la mauiere suivante. 

Les trois reseaux correspondants (Pj, 9^239/^24)9 (A29 ^339 ^34)9 (^'429 ^439^^44) 
donnent (43.) une surface ¥^a d'ordre Sn, qui est touchee par la surface 4» 
engendree par les faisceaux {P^^^Pi^)^ {P^^P^) suivant une courbe d'ordre 
3«^ (situee sur la surface engendree par les faisceaux {Py^^Py:^)^ {P^2^Pu)') ou 
par les faisceaux (^23,^24) 9 (^439 ^44)) 9 laquelle est le lieu d'un point ou se 
coupent trois surfaces correspondantes des faisceaux projectifs (P239 ^24), 

(* 33 9 '34)9 (^^43 9 '44)- 

D'une maniere semblable, les trois reseaux correspondants (Pa^iPn^PiA)^ 
(^31 , P33 , P34) , (^41,^43,^44) engendrent (43.) une surface ^22 d'ordre dn, 
qui est touchee par la surface <P suivant une courbe d'ordre 3n^ (situee sur 
la surface engendree par les faisceaux (P,3, Pi*), (P439 P44) ou par les faisceaux 
(P3i,P34), (^41,^44), laquelle est le lieu des intersections de trois surfaces 
correspondantes des faisceaux projectifs (P^^Pu), (A3 9^34)9 (^43,^44). 

Enfin, les trois reseaux correspondants (P21 9 ^23 9 ^24) 9 (Ai 9 ''33 9 ^34) 9 
(^41, P43, P44), ou ce qui revient au mdme (45.), les trois reseaux correspon- 
dants (P|2,Pi39 ^4)9 (A2 9^3 9^4)9 (^29^439^44) engendrent (44.) une surface 
!Pi2 ou ^^21 d'ordre Sn, qui est coupee par <P suivant les deux courbes d'ordre 
3f»^ dejä mentionnees. D'ou il suit que les points communs a ces deux courbes, 
c'est-ä-dire les An^ points (19.) par lesquels passent quatre surfaces correspon- 
dantes des faisceaux projectifs (Pu 9^4)9 (A3 9 A4) 9 (A3 9/^34) 9 (A3 9 ^44) 9 sont 
tels que la surface * y est taugen te ä chacune des surfaces ^i,, ¥^229 ^12. 

Les surfaces V^n, ¥^j2 determinent un faisceau projectif au faisceau 
(P42,Ai)- Si P^r ©st une surface quelconque de ce dernier faisceau, et si 
Py^^Pir'iPir sont les surfaces correspondantes des faisceaux (A29 Ai)9 (A2 9Ai)9 
(A29 Ai)9 la surface correspondante V^r du faisceau (^h, ¥^,2) sera engendree 
(44.) par les reseaux [P^r.P^z.P^^)^ {Pyr,P^^Py^\ {P^r,P^,P^)> 
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Les surfaces V^2i? ^22 determioeut uii autre faisceau prejectif au mörne 
faisceau (P42^^4i)- La surface V^2r du faisceau (^i,, V^j,), qui correspond a 
P,,, est engendree par les reseaux (Pj,, P,,, P„), (P3,, P33 , P,^), {P,,,P^^, P^). 

Les deux surfaces V^i^, ^^r d'ordre 3» passent ensemble par la courbe 
d'ordre 3«' engendree par les faisceaux (P^3,P^), (^33,^34), (^«,^44) et 
situee sur la surface 4>; elles se couperont donc suivant une aulre courbe 
de Tordre 6n^y Heu dun point (24.) par lequel passent a la fois quatre sur- 
faces correspondantes des quatre reseaux projectifs (Pir^Pj3,Pi4)^ (Pur^P'n^Pu^ 
(^3r 9 ^33 1 ^34) 1 (^4r 9 ^439^44)- Cettc courbe appartient a J, car ces quatre 
reseaux sont correspondants dans les systemes donnes ; les faisceaux projectifs 
( ^11 9 ^12)^ ( ^21 1 ^77) engendrent donc un Heu compose de la surface * d'ordre 
2n et de la surface J d'ordre 4». 

On en conclut (42.) que les points doubles du Heu compose J^ sont 
les intersections des trois surfaces V^u^ ¥22, ^n- Nous avons vu que ces 
trois surfaces ont An^ points de contact, qui sont equivalents a 4.4ii^ inter- 
sections; ie nombre des poinis doubles est donc (3i»)^— 16i»^ = 11n\ Mais 
les points doubles de 4> sont (42.) les n^ intersections des surfaces P339 ^449 
P,4; ainsi *i a lOn^ points doubles, situes sur toutes les surfaces 
analoguos a ¥^„, ^P», Vj,, , . . . 

De ce que J est engendree au moyen de faisceaux projectifs formant 
un assemblage symötrique (42.), il suit encore que cette surface est 
leuchte par V^u et V^i suivant deux courbes d'ordre 6n^, situees 
sur y^ij. 



Chapitre quatri^me« 

Proprirtos relatives äux surfaces nodales conjuguees. 

47. Keveuons a la consideration d'une surface fondamentale F^ d'ordre 
n (gi'm^rnlo, sans poinis multiples) et des surfaces polaires. On a vu (2.) que 
Ihm promlt^ros polaires de tous les points de Tespace forment un Systeme Uneaire 
d'ordro n i* La Jacobienne de ce Systeme, c'est-a-dire le Heu des points 
doublf^i dos premieres polaires, ou bien encore (13.) le Heu d'un point dont 
In quitdrique polaire est un cone, sera (37.) une surface de Tordre 4(ii— 2). 
On nppolle cette surface la Heanenne ou la surface nodcUe de la surface fon- 
dnmontale. 



k. 
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Soient Pi^ P?, P^^ P4 les premieres polaires de quatre points qnel- 

■ 

conques J, 2, 3, 4 (non situes dans un mdme plan); on peot regarder (37.) 
la Hessienne comme Jacobienne de ces quatre surfaces d'ordre n—i, Les 
premieres polaires de toas les points de Tespace, par rapport a ces qaatre 
surfaces, forment, d'apres Ib theoreme (II.)? un assemblage symetrique de 
quatre systemes lineaires projectifs d^ordre le — 2; donc (46.)? la Hessienne 
a \0{n—2y points doubles, situes sur un nombre infini de surfaces 
(^11, ^12,. .) d'ordre 3(ii-2). 

En designant par P,^ la deuxieme polaire mixte de deux points r.y^ et 
en conservant du reste les symboles adoptes ci-dessus (46.), on voit tout de 
suite que ^^ ^st le lieu des poles du plan 134 par rapport aux 
premieres polaires des points du plan 234 (30.), et aussi le lieu 
des poles du plan 234 par rapport aux premieres polaires des 
points du plan 134. Or, d'apres le theoreme (11.) si le plan 134 est la 
polaire («— •2)*'"*' d'un point x, par rapport a la premiere polaire d'nn point 
r du plan 234, le möme plan 134 est aussi la premiere polaire de r, par 
rapport a la polaire (n — 2)^"**" de x, c'est-a-dire que 134 est le plan polaire 
de r par rapport a la quadrique polaire de x. Donc, ¥^12 est le lieu d'un 
point X tel que les plans 134, 234 sont conjngnes par rapport ä 
la quadrique polaire de x*), 

Comme cas particnlier, V^ est le lieu des poles du plan 234 
par rapport aux premieres polaires des points de ce möme plan, 
et aussi le lieu d'un point dont la quadrique polaire est tan- 
gente au plan 234: et ¥^2? aura la mdme signification par rapport au plan 
134. Appelons ces surfaces V^^ ¥^22 surfaces polaires pures des plans 234, 134 
resp., et ¥^j2 surface polaire mixte de ces mdmes plans. Donc (46.): 

La Hes si enne est toucheeparla sur face polaire pure d'un plan 
quelconque suivant une courbe gauche d'ordre 6(ii--2)^, qui est le 
lieu des points doubles des premieres polaires dont les poles sont 
dans le plan donne. Les d&ux courbes de contact entre la Hes- 
sienne et les surfaces polaires pures de deux plans quelconques 
sont situees ensemble sur la surface polaire mixte de ces deux 
plans. Toutes ces surfaces polaires pures et mixtes, et des lors 



*) La section de ^,, par Tun des plana 234, i34 est ^videmment le lieu des 
points de contact de ce plan avec les premieres polaires des points de Tautre. 
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toutes ces courbes gauches d'ordre 6(»~2)^ passent par les 10(ii— 2)^ 
points douhles de la Hessienne. 

48. Lasurface W, polaire pure d'un plan quelconque 123, a 4 («—2)^ 
points doubles (43.) sitiies sur uu nombre infiui de surfaces (0|,, ^n, ...) 
d'ordre 2 (» — 2). Si r, s sont deux points fixes d'une droite donnee«, et que 
X soit un point mobile sur une autre droite donnee G, les surfaces Prx, P»x 
formeront deux faisceaux projectifs, generateurs d'une surface 4> d'ordre 
2(i«— 2), qui sera le lieu des courbes poiaires (dWdre («—2)') de la 
droite rs par rapport aux premieres poiaires des points de G (3.). 
Or, d'apres le theoreme (12.), si les premieres poiaires de r, jf par rapport 
a la premiere polaire de x passent par un point y, reciproquement la premiere 
polaire de x par rapport a la (» — 2)*"**' polaire de y passera par r, s; c'estr- 
a-dire que le plan polaire de x par rapport a la quadrique polaire de y passera 
par la droite rs, Donc, est le lieu d'un point y tel que la droite 
reciproque de la droite G, par rapport a la quadrique polaire de 
y, est rencontree par la droite r«. Dans cette definition, on peut evidem- 
ment permuter entre elles les droites rs, G; donc 4> est aussi le lieu des 
courbes poiaires de G par rapport aux premieres poiaires des 
points de rs*), D'apres ce qui precede, la surface Prx coupe suivant 
deux courbes d'ordre (n — 2)\ dont Tune est la courbe polaire de la droite rs 
par rapport ä la premiere polaire du point x de G, et Tautre est la courbe 
polaire de G par rapport a la premiere polaire du point r de rs; or, les 
{n — 2f points communs a ces deux courbes sont autant de points de contact 
entre Prx et 4>; donc 4» est aussi Tenveloppe de la deuxieme po- 
laire mixte de deux poles mobiles, Tun sur G, Tautre sur rs. 
Nous appelons cette surface 4» surface polaire mixte des droites G et rs. 

En revenant a la surface W, on voit que 4^i2 est la surface polaire 
mixte des droites 13, 23. Aussi, ^u a la möme signification par rapport 
a deux droites coincidentes : c'est-ä-dire que ^n est le lieu des poles 
dont les quadriques poiaires sont tangentes a la droite 23, etc. 
Appelons ce lieu surface polaire pure de la droite 23. Ainsi, en resume (43) : 



'^) Si Ton convient d'appeler Jacobienne de qaatre surfaces ^ dont quelaues • nnes 
Boient des plan»; le lieu dun point oü se coupent les premieres poiaires aun point 
situ^ dans les plans donn^s par rapport aux autres surfaces donn^es; sera la Ja- 
cobienne de deux plans passant par G et des surfaces Pr, P«. De mdme, V^^ est la 
Jacobienne du plan 134 et des surfaces P^, P^j /\; etc. 
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La surface polaire (pure) d'un plan donne est touchee par la 
surface polaire pure d'une droite quelconque situee dans ce 
plan, suivant une courbe gauche d'ordre 3(ii--2)^, qui est le lieu 
des poles du plan par rapport aux premieres polaires des points 
de la droite. Les deux courbes de contact enlre la surface po- 
laire du plan et les surfaces polaires pures de deux droites 
tracees dans ce plan, sont placees sur la surface polaire mixte 
des deux droites. Toutes ces surfaces polaires pures et mixtes 
(des droites du plan), et par suite toutes ces courbes gauches 
d'ordre 3(«— 2)% passent par les 4(i»— 2)^ points doubles de la sur- 
face polaire du plan donne. 

49. La surface P^« (deuxieme polaire mixte des points r^ s) admet, 
eile aussii, une definition analogue a Celles des surfaces ¥^12 et ^j, . En effet, 
si la premiere polaire de r par rapport ä la premiere polaire de s passe par 
un point x, reciproquement, d'apres le theoreme (12.,\ la premiere polaire de 
s par rapport a la (» — 2)*"'*' polaire de x passera par r, c'est-ä-dire que le 
plan polaire de .v par rapport a la quadrique polaire de x passe par r. Donc, 
P^^ est le lieu d'un point x tel que les points r, .y sont conjugues 
par rapport a la quadrique polaire de a;. Si les points r^ a coincident, 
on retombe sur la definition de Prr {deuxieme polaire pure du point r). 

50. La surface *, polaire pure d'une droite quelconque i2y a («--2)^ 
points doubles (42.) situes dans un nombre infini de surfaces (Fi,,Pj2, ...) 
dWdre n— 2. On est ainsi conduit a dire que: 

La surface polaire (pure) d'une droite donnee est touchee 
par la deuxieme polaire pure d'un point quelconque de cette 
droite suivant une courbe gauche d'ordre (n— 2)^, qui est la courbe 
polaire de la droite par rapport a la premiere polaire du point. 
Les deux courbes de contact entre la surface polaire de la droite 
et les deuxiemes polaires pures de deux points quelconques de la 
mSme droite, sont placees sur la deuxieme polaire mixte de ces 
points. Toutes ces deuxiemes polaires pures et mixtes (des 
points de la droite), et des lors toutes ces courbes d'ordre {n—2)\ 
passent par les (^ — 2)^ points doubles de la surface polaire de la 
droite donnee. 

51. II resulte de ce qui precede (48,50) que la surface polaire 
pure d'un plan est Tenveloppe des surfaces polaires pures des 
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droites situees dans ce plan, et que la surface polaire pure d'une 
droite est l'enveloppe des deuxiemes polaires pures des points 
de cetle droite. On peut ajouter, d'apres (43,46), que les surfaces 
polaires pures et mixte de deux droites, situees dans un mdme 
plan, sont touchees aux mömes {n—2f points par la deuxieme po- 
laire pure du point de concours de ces droites (d'ou il resulte que 
la surface polaire pure d'un plan est aussi l'enveloppe des deu- 
xiemes polaires pures des points du plan): et que les surfaces polaires 
pures et mixte de deux plans sont touchees aux mdmes 4[n'-'2y points par 
la surface polaire pure de la droite commune a ces plans. Et en outre (44.): 
la courbe gauche d'ordre 3(w— 2)", Heu des poles d'un plan donne par rapport 
aux premieres polaires des points d'une droite donnee, est placee sur la sur- 
face polaire mixte de ce plan et d'un autre plan quelconque passant par la 
droite donnee, et aussi sur la surface polaire mixte de cetle droite et d'une 
autre droite quelconque situee dans le plan donne. Etc. etc. 

52. Les premieres polaires des points d'une droite quelconque forment 
un faisceau, qui contienl 4(» — 2f surfaces douees d'un point double (20.). 
Donc, le Heu des poles dont les premieres polaires ont un point 
double, est une surface d'ordre 4(» — 2)\ On l'appelle surface nodale 
conjuguee, ou surface Steinerienne, 

Nous pouvons dire (13.) que la Hessienne est le lieu des points 
dont les quadriques polaires sont des cones, et que la Steine- 
rienne est le lieu des sommets de ces cones. 

La Hessienne et la Steinerienne se correspondent, point ä 
point. Si est un point double de la premiere polaire d'un point o\ c'est- 
ä-dire, si o est le pole d'un cone quadrique de sommet o\ les points Oy o' 
seront deux points correspondants de la Hessienne et de la Steinerienne. 

53. La Hessienne est aussi le lieu des points de contact 
entre les premieres polaires (32.). Soient o, o' deux points correspon- 
dants des deux surfaces nodales conjuguees ; la premiere polaire de o' et une 
autre premiere polaire passant par o determineront un faisceau de surfaces 
touchees en o par un meme plan E. Tout point p commun a ce plan et au 
plan polaire de o aura sa deuxieme polaire passant par o (la droite po est, 
en effet, tangenle en o a la premiere polaire de /?); or, le point o' jouit, loi 
aussi, de cetle propriete: donc, o' est situe sur l'inlerseclion de E par le plan 
polaire de o, c'est-ä-dire que le plan Epasse toujours par la droite oo'. 
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54. Soient o^ Oi deuxpoints, infiniment voisins, de laHessienne; o\,Oi 
leurs points correspondants sur la Steinerienne. Des que les premieres polaires 
de o\ o\ sont consecuüves et douees des poiiits doubles o^ Oi, leur courbe 
dMntersection passera par o, et consequemment le plan polaire de o passera 
par o'o'i* qui est une droite tangente en o' ä la Steinerienne. Ceia subsiste 
quelle que soit la direction de celte tangente;. donc le plan polaire d'un 
point de la Hessienne est tangent ä la Steinerienne au point 
correspondant. 

On deduit de la que la Steinerienne est une surface de la 
classe 4(w— 1)"(«~2), car ce nombre est celui des intersections de la Hes- 
sienne avec la courbe polaire d'une droite quelconque. 

55. Les poles d'un plan (par rapport a la surface fondamentale) sont 
(3.) les («— 1)^ intersections des premieres polaires de trois points a, 6, c 
de ce plan. Soit a un point de la Steinerienne, et soit abc le plan tan- 
gent a cette surface en ce point; dans ce cas, la premiere polaire de a est 
douee d'ün point double a\ et les premieres polaires de 6 et o passent par a. 
D'oü il suit que le plan tangent a la Steinerienne, en un de ses 
points, a deux poles coincidents au point correspondant de la 
Hessienne. 

56. Un point double w de la Hessienne est situe sur la surface po- 
laire mixte de deux plans quelconques (47.); c'est-a-dire qn'il y a dans un 
plan quelconque un point tel que le plan polaire de lo, par rapport ä la pre- 
miere polaire de ce point, est indetermine: autrement, il y a dans un plan 
quelconque un point dont la premiere polaire a un point double en co. Donc, 
o) est le point double d'un nombre infini de premieres polaires, les poles des- 
quelles, appartenant naturellement ä la Steinerienne (52.), sont en ligne droite 
(car il y a un tel pole dans un plan quelconque). Ainsi, au point w cor- 
respond sur la Steinerienne, au lieu d'un point unique, une droite, 
dont chaque point sera, par consequent, double pour la quadrique polaire de 
(o; c'est-a-dire que la quadrique polaire de a> est une couple de 
plans passant par celte droite. Et le plan polaire de w sera tan- 
gent a la Steinerienne tout le long de cette möme droite. Donc 

La Steinerienne contieift 10(i» — 2)^ droites, dont chacune 
correspond a un des points doubles de la Hessienne. 

57. Deux courbes situees resp. sur la Hessienne et sur la Steinerienne 
peuvent ötre nommees correspondantes , lorsque Tune est le lieu des points 

5» 



36 Cremona, memoire de geometrie pure sur le$ surfaces du troisi^me ordre. 

cor-respondants aux points de l'autre. Ainsi par ex. la courbe plane d'ordre 
4:» — 2)^, oü la Sleinerienne est coupee par un plan quelconque £^ et la 
courbe gauche d'ordre 6(w--2)^ au long de laquelle la Hessienne est touchee 
par la surface polaire (pure) de E (47.), sont deux courbes correspondantes; 
parce que la deuxieme courbe est le lieu des points doubles des premieres 
polaires des points de E. 

On peut tres-facilement determiner la courbe qui correspond a l'in- 
tersection de la Hessienne avec une surface quelconque S^ d'ordre m. Soit 
K la surface enveloppe des plans polaires des points de S^: surface qui est 
aussi le lieu d'un point dont la premiere polaire est tangente a S^ (15.)- Si 
est un point commun ä S^ ei ä la Hessienne, le plan polaire de o touchera 
ä la fois K et la Steinerienne au point correspondant o' (54.). Or, la pre- 
miere polaire de o'^ ayant un point double en o, touche S^ en ce point; donc 
o' appartient aussi ä K, et par suite la Steinerienne et la surface K ont un 
point de contact en o\ Donc K est tangente a la Steinerienne tout 
le long de la courbe qui correspond ä Tintersection de la Hes- 
sienne avec S„*). 

Les points oü cette courbe de contact est rencontree par un plan quel- 
conque correspondent aux points communs ä S^ et a une courbe d'ordre 
6(ii— 2)^; Tordre de la courbe de contact est donc 6iw(fi — 2)^ 

On peut demander aussi Tordre de K, Les points oü cette surface 
est rencontree par une droite arbitraire sont les poles d'autant de sur- 
faces d'un faisceau, qui touchent S^; donc (33.) K est de Tordre 
m{S{n-2f+im-iy + 2in-2){m-i)\. Si m = l, l'ordre de K (lieu d'un 
point dont la premiere polaire est tangente a un plan donne) est S{n — 2f: 
ainsi qu'on Ta dejä trouve (15.). 

58. Nous avons vu (5.) que la quadrique polaire d'un point parabo- 
lique de la surface fondamentale est un cone. Reciproquement, il est evident 
que tout point de la surface fondamentale, dont la quadrique polaire soit un 
cone (n'ayant pas son sommet au pole, auquel cas on aurait un point double), 
est un point parabolique. Par consequent, le lieu des points parabo- 
liques est la courbe gauche d'ordre 4ij(fi— 2), intersection de la 
surface fondamentale avec la Hessienne. Naturellement, cette courbe 



*) Ce mßuie raisonnement prouve aussi que la d^veloppable polaire d'une droito 
touche la Steinerienne aux points correspondants aux intersections de la Hessienne 
avec cette droite. (^Et de m^me pour une ligne quelconque.) 
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parlage la surface F„ en deux reg-ions, dont Tune contient les points hyper- 
boliques (ä indicatrice hyperbolique) et l'autre les points elliptiques (a indi- 
catrice elliptique). C'est-a-dire que le plan tangent, en un point de la sur- 
face F„, coupe Celle- ci dans une courbe pour laquelle le poinl de contact 
est un noeud ou un point isole, suivant que ce point appartient a la premiere 
ou a la deuxieme region. 

59 Un plan tangent de F„ est stationnaire si le point de contact 
est parabolique. Or^ la premiere polaire d'un point quelconque de Tespace 
rencontre la courbe parabolique en 4/i>--l)(w — 2); ce nombre exprime donc, 
combien de plans stationnaires passent par ce point arbitraire: ainsi qu'on Ta 
deja trouve ailleurs (8.). 

60. Supposons que la surface fondamentale F^ contienne une droite 
A. Un plan mene arbitrairement par A coupe F^ dans une courbe d'ordre 
«— 1; et une surface d'ordre w—l, menee aussi arbitrairement par cette courbe, 
rencontrera de nouveau F„ dans une courbe gauche C d'ordre (»— 1)% 
qu'on peut prendre comme base d'un faisceau d'ordre i»~l. Une surface 
quelconque S de ce faisceau coupe F^ dans une courbe plane d'ordre i»— 1, 
dont le plan E passe par la droite A (car cette derniere courbe doit contenir 
les u— 1 intersections de S avec A). Ainsi, la surface F« peut 6tre engendree 
a Taide de deux faisceaux projectifs, Tun de plans E par A, Tautre de sur- 
faces S par C. 

Tout plan E est tangent ä F„ en w— 1 points: c'est-ä-dire aux points 
ou A rencontre la surface 5 correspondante a E; car ces points sont doubles 
pour la section de F^ par E. On peut demander le nombre des plans E 
qui touchent F^ hors de la droite A. Un plan E mene arbitrairement par 
A touche 3(ii--2)~ surfaces S' (car celles-ci formen t un faisceau), auxquelles 
correspondent autant de plans E'. Reciproquement, la surface S' correspon- 
dante ä un plan arbitraire E' est de la classe {n—i)(n — 2f^ et par suite eile 
est touchee par autant de plans E. II y aura donc 3(ii — 2)^+(«— l)(i« — 2)^ 
coincidences de JE avec E', c'esl-ä-dire qu'il y aura (»+2)(« — 2/ plans 
E dont chacun coupera F„ suivant une courbe (d'ordre «— 1) 
douee de point double. 

Dans le faisceau des surfaces S il y en a 2 « — 2) qui touchent A; 
les points de contact sont les points doubles de Finvolution d'ordre n—1 
formee sur A par les surfaces S^ ou, ce qui est la mßme chose, par les courbes 
d'ordre «—1 communes ä F„ et aux plans E. Ces 2(fi — 2j points sont les 
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seuls poinls paraboliques qui se trouvent sur A; car si un point de A est 
parabolique, le plan E tangent ä t\ en ce point doit couper cette surface 
suivant une courbe (d'ordre (»—1;) touchee en ce point par A. Mais d'un 
autre cöte, la Hessienne etant de Tordre 4^» — 2}, ces 2.^n — 2) poinls doivent 
represenler les 4 (»--2) intersections de cette surface avec la droite A; 
donc 

Toute droite situee sur la surface fondamentale est tan- 
gente en 2{n—2) points ä la surface Hessienne. et par suite a la 
courbe parabolique. 

61. Cherchons Tordre du lieu des paires de droites oscula* 
trices u la surface fondamentale. aux points de Tintersection de 
celle-ci avec une autre surface S^ d'ordre m. Souvenons-nous que 
les droites osculalrices en un point de t\ forment Tintersection du plan polaire 
et de la quadrique polaire de ce point \^b.}. Soit donc G une droite arbi- 
Irairo; x un point quelconque de cette droite. Si une quadrique polaire passe 
par X, le lieu du pole est la deuxieuie polaire de x qui coupera la courbe 
(mn) en ii»i»(i» — 2) points; el les plans polaires de ces points rencontreront G 
en riMii^i» — 2} points x\ Reciproquenient • les plans polaires qui passent par 
un poinl queloonque x' de G ont leurs poles dans la premiere polaire de x, 
qui Iraversora la courbe {mn) en Nm^fi— 1) points, dont les quadriques polaires 
donnenl 2mH[H I) points x sur K. II y aura donc, sur C, fii»^»— 2)+2mii(»— 1) 
colncidonces de x avec x\ cVst-a-dire que le lieu demande est une 
tturfnoo de T ordre iiiii(^3ii~4). 

Tour Celle surface (gauche, en general) la courbe {mm) est double, 
oar cluicun de »oh poinls est fintersection de deux generatrices rectilignes. 
Hl IM ' i% lo liou on quoslion coupe le plan S suivanl la section de F, par 
S Ol leii \\h\^h 2) langentes stalionnaires de cette courbe plane. 

Hl m **\\,H 2), Tordro du lieu devient 4w(«--2j(3i»~4); mais, si 
N„, enl In lloHHionnt), il faul prendre la moitie seulenient de ce nombre, parce 
quo In (Miurlie [mn^ ohU dans co ras. la courbe parabolique (58.)) et par 
VOMünquenU on cliiicun de sos points les deux droites osculalrices sont com- 

oldnnlim. 

DiiiiK CO nit^nio cHv, le lieu est une surface developpable, car le plan 
lfintfi*nl ti K <^H un polnl parabolique est stntionnnire (c*est- a-dire qu'il doit etre 
riitfnrd/i oonime un plan blhingent^ dont les deux points de contact sont infiniment 
voInIhüj« <H doux plann »Inllonnaires consecutifs passent par la droite oscu- 
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latrice*); d'oü il suit que le lieu des droiles osciilatrices, le long de 
la courbe parabolique, coincide avec la surface enveloppee par 
les plans slalionnaires**), dont noiis avons dejä determine la classe (8.). 

62. On demande ä connaitre la developpable circonscrile ä la 
surface fondamentale suivant la courbe d'ordre n^ interseciion 
de celle-ci avec uii plan donne E, 

La premiere polaire d'un point arbitraire x de l'espace rencontre la 
courbe (n) en n(n—i) poinis; la classe de la developpable est donc 

Si deux de ces n'\n—\) points colncident, le point x appartiendra ä la 
developpable; combien de poinis de cetle espece y a-l-il dans une droile arbitraire 
G? Les premieres polaires des points de G forment un faisceau et par suite 
coupent le plan E suivant un faisceati d'ordre »—1 , dans lequel il y a 
«(3« — 5) courbes**^) qui fouchent la courbe («), celle-ci etant supposee 
Sans points multiples. Si cette courbe a c^ points doubles et k rebroussements 
(c'est-ä-dire, si le plan JE a (T contacts ordinaires et A contacts stationnaires 
avec F^), le norabre precedent deviendra ii(3« — 5)~(2J + 3*). Ce nombre 
exprime donc Tordre de notre developpable. 

Si, parmi les n(«— 1) intersections de la premiere polaire de x avec 
la courbe (/^), il y a trois points coincidents, le point x appartiendra a la 
courbe cuspidale de la developpable; et si, au contraire, la premiere polaire 
de o; a deux contacts avec la courbe {n\ x sera un point de la courbe double 
de la developpable. On peut donc demander combien de points x de cette espece 
sont contenus dans un plan quelconque. Les premieres polaires des points de ce 
plan coupent E suivant un reseau d'ordre »—1, dans lequel il y a 6»(w— 2)— (6^+8*) 
courbes osculafrices ä la courbe {n\ et ^{«(3w-5)~(2(T+3*)}^-fi(lli«-21)+10ry+yür 
courbes qui touchent la mönie courbe en deux points distincts. Ces nombres 
expriment donc Tordre de la courbe cuspidale et Tordre de la 
courbe nodale de la developpable dont il s'agit. 

63. Quel est le lieu d'un point tel que sa quadrique polaire 



*) \Teoria geometrica delle super ßcie, Sl.J 

**) Cette developpable est circonscrile & la Steinerienne suivant la 
courbe d'ordre 6n(n — 2)* qui correspond (57.) h la courbe parabolique. 
En effet; si o est un point parabolique^ le plan (stationnaire) polaire de o touche en 
ce point la surface fondamentale, et au point correspondant, la Steinerienne (54.). 

***) Ce nombre et les autres qui suivent sont empruntds aux trait^s gc^omdtrique» 
des courbes planes. \Teoria geometrica delle curee piane, 87 et 103.] 
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(par rapporl a F,} passe par les sonimels d'un lelraedre conjugoe a 
une swrface donnee S de second ordre? Soient a, 6 deux poiiits quel- 
conques de Tespace; C la courbe d'ordre 7? — 2^% intersection des deuxiemes 
polaires de » el 6, et des lors lieu des poles des quadriques polaires qui 
passent par ces points; a\ b' les points oü 5 coupe la droite reciproque de 
ab par rapport ä S. Les quadriques polaires passant par a et />« rorinent une 
Serie teile qu'il y en a (n — 2f passant par un troisieme point quelconqUe 
donne; donc. il y aura [n — 2';^ quadriques de celte menie serie qui diviseront 
harnioniquement le segment ab*: c^est-a-dirc que la courbe C rencontre le 
lieu cherche cn (« — 2/ points. Consequeminenl ce lieu est une surface 
d'ordre (n-2? :(n-2y = n-2. 

Tout point commun ä ce lieu et ä la Ilessienne est des lors le pole 
d'un cone (quadrique) polaire circonscrit a un triedre conjugue a 5. Donc 
(57.) le lieu des sommets des cones (quadriques) polaires circonscrits 
a des triedres conjugues a la quadrique donnee est une courbe 
gauche d'ordre 6(11 — 2}\ 

64. Quel est le lieu d'un point tel que sa quadrique polaire 
seit inscrile dans un tetraedre conjugue a une surface donnee «S 
de second ordre? Soient^, B deux plans quelconques; Cla courbe d'ordre 
9fii — 2/, intersection des surfaces polaires (pures) des plans A, B, et des 
lors lieu des poles des quadriques polaires qui touchent cbacun de ces plans; 
A\ B' les plans tangents de 5 menes par la droite qui est reciproque de la 
droite AB par rapport a S>. Les quadriques polaires tangentes a ^ et a J? 
forment une serie teile qu'il y en a 27 (n — 2}^ tangentes a un troisieme plan 
quelconque; donc il y en a aussi 27 (it — 2}^ telles qui seront conjuguees aux 
plans A\ B\ Ainsi la courbe C contient 21 (n — 2f points du lieu demande; 
donc ce lieu est une surface de Tordre 27,^;? — 2)^:9 /i — 2)' = 3(ii— 2). 

Si le telraedrc conjugue a S a un sommet x sur S^ la face opposee 
sera le plan tangent ä cette surface en x^ et, des trois autres faces, une coin- 
cidera avec ce inönie plan tangent^ et les deux restantes seront deux plans 
quelconques nienes par deux tangentes conjuguees de S en x, Un tel te- 
traedre peul donc etre regarde comme etant circonscrit a un cone quadrique 
quelconque de sommet x, Par consequent, si x est un point commun a S et 
a la Hessienne. le pole du cone polaire de sommet x appartiendra au lieu 
dont il s'agit; c'est-a-dire que ce lieu coupe la Hessienne suivant la 
courbe correspondante a l'intersection de la Steinerienne avec S. 
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Si S est le Systeme de deox plans, le Iieu considere devient evi- 
demment la surface polaire mixte de ces plans (45). 

65. Cherchons le Iieu d'un point tel que sa quadrique po- 
laire, par rapport a la surface fondamentale F^^ passe par les 
sommets d'un tetraedre conjugue äla quadrique polaire du mdme 
point, par rapport a la Hessienne. Seit G une droite arbitraire; or un 
point de G. Le Iieu des poles des quadriques polaires relatives a F^y cir- 
conscrites a des tetraedres conjugues a la quadrique polaire du point x par 
rapport ä la Hessienne, coupe la droite G en n— 2 points x" (63.). Reci- 
proquement, si une quadrique polaire relative ä la Hessienne doit ^tre conjuguee 
a un tetraedre inscrit ä la quadrique polaire d'un point x', par rapport ä F» 
(c'est-a-dire , si la premiere quadrique doit ^tre inscrite ä un tetraedre con- 
jugue a Taulre), le Iieu sera (64.) une surface d'ordre 3[4(ii — 2) — 2], qui 
coupera G en autant de points x. Cette droite contient donc «—2+12(11— 2)— 6 
coTncidences de x avec x'; en d'autres termes, le Iieu demande est une sur- 
face d'ordre 13ii-32. 

Considerant les points communs a cette surface et a la Hessienne, 
nous pouvons ajouter que le Iieu d'un point (sur la Hessienne) dont le cone 
polaire est circonscrit a un triedre conjugue ä la quadrique polaire du 
m£me point, par rapport a la Hessienne, est une courbe ganche de Tordre 
4(ii-2)(13ii-32). 

66. Pareillement, on trouve que le Iieu d'un point tel que sa 
quadrique polaire par rapport a F^ seit inscrite a un tetraedre 
conjugue ä la quadrique polaire du mdme point par rapport a la 
Hessienne, est une surface Tde Tordre 4(fi— 2)— 2+3(ii— 2) = Tu— 16. 

Cette surface coupera la Hessienne suivant une courbe, chaque point 
de laquelle sera le pole (relativement a F«) d'un cone quadrique ayant son 
sommet sur la quadrique polaire du m£me point par rapport a la Hessienne. 
Donc, le Iieu d'un point (sur la Hessienne) dont la quadrique 
polaire par rapport a la Hessienne, passe par le point cor- 
respondant de la Stei^erienne, est une courbe gauche d'ordre 
4(fi— 2)(7fi— 16), sitn^e dans la surface 7. Cette courbe passe deux fois 
par les 10 (»—2)' points doubles de la Hessienne, car chacun de ces points 
a un nombre infini de points correspondants sur une droite (56.) qui coupera 
deux fois la quadrique polaire de ce point, relative ä la Hessienne. 

Quel est le Iieu d'un point, le plan polaire dnqnel par rap- 
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port a la Hessienne est tangent a la quadrique polaire du möme 
point relativement a F.P Soit G une droite arbitraire; x un point de G; 
X le plan polaire de x par rapport a la Hessienne. Les quadriques polaires 
relatives a F.^ qui touchent le plan X, ont leurs poles dans la surface po- 
laire (pure) de ce plan (47.) ^ qui coupera G en 3 (»—2) points x\ Reci- 
proquemenl, si une surface polaire doit passer par Xy le plan correspondant 
sera tangent a la quadrique polaire de x' ; or^ les poles (relatifs a la Hessienne) 
des plans tangents d'une surface quadrique, se trouvent sur une surface (16.) 
d'ordre 2(4(fi-^2)~l). qui coupera Cr eu autani de points x; donc G con- 
tiendra 3(fi'~2) + 8('»^2) — 2 colncidences de x avec x\ et par suite le lieu 
demande est une surface ß d'ordre lln— 24. 

Un point x de la surface T (66.) est le sommet d'un tetraedre cir- 
conscrit a la quadrique polaire (de o;) par rapport a F. et conjugue a la 
quadrique polaire (du möme point) relative ä la Hessienne, pourvu que ce 
point X soit situi sur la polaire reciproque de la premiere quadrique par 
rapport n Taulre; auquel cas le plan polaire de x par rapport a la Hessienne 
est tangent a la quadrique polaire du möme point par rapport a F^; c'est-a- 
dire que, dans oette hypothese, x est aussi un point de 0. Donc le lieu 
d'un point qui soit un sommet d^un tetraedre circonscrit et con- 
Jugui resp. aux quadriques polaires du möme point par rapporta F» 
et A la Hessienne, est une courbe gauche d'ordre (11»— 24)(7»— 16)^ 
inlomeotion des surfaces ß et T. 

68. Ottol est le lieu d'un point tel que son plan polaire par 
riipport ik la Hessienne soit conjugue a un plan donne Ey par rap- 
port k la quadrique polaire du mime point relative a F.? Si m 
ent un point d^une droito 6\ et A' le plan polaire de x par rapport a la 
n^nnlenne ; le Üeu des poles des quadriques polaires (relatives a F.), pour 
lasquellos K (>t X aont doux plans coigugues (47.), coupera G en 3(»~2) points 
fr', lifolproquomont^ si y est le pole du plan E par rapport a la quadrique po-- 
lalri» d*uii point /« relative i^ la surface fondamentale, la premiere polaire 
ilt« ly pitr rapport i^ la Hessienne coupera G en 4(»— 2) — 1 points x. La 
droili» U tMintIrndra dono ;^i»-2) + 4(«— 2) — 1 colncidences de x avec x\ 
ii*iii(«i^.dlro que 1« llou oherchi^ est une surface ^b d'ordre 7a— 15. 

Hl «r eat un point de la Hessienne, dont le coae polaire ait son 
üoiiinitU nur le plan donn^« ou sur le plan polaire de jb par rapport a la 
Hussit^niii»« ^ point (9 appartlendra au lieu ^ji; car, comme le plaa passant 
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par le sommet a an nombre infini de poles (sar la droile polaire da plan, 
relative au cone), il est conjague a toat aatre plan qaelconque. Le premier 
cas a lieu pour les poles des cones polaires, donl les sommets appartiennent 
a la coarbe dUntersection de la Steinerienne avec le plan E; donc, le liea 
£e passe par la courbe gaache d'ordre 6(fi— 2)^ qai correspond 
a la section plane E de la Steinerienne*). 

On yerifie la seconde hypothese, si le plan tangent en a; a la Hessienne 
passe par le sommet x' du cone polaire ; anquel cas le point x appartient aussi 
evidemment a la sarface (67.). Donc le lieu ^g, quel qae soit le plan E, 
passe par la courbe commune a et ä la Hessienne *^). Cette courbe est 
de Tordre 4(ii-2)(7ii^l5)-6(«-2)' =2(ii-2(llii--24), nombre qui est 
la moitie du produit des ordres de et de la Hessienne; donc, ces deux 
surfaces se touchent (partout oü elles se rencontrent) suivant 
une conrbe gauche d'ordre 2(n— 2)(lln— 24), lieu d'un point dont 
le plan polaire par rapport ä la Hessienne passe par le point 
correspondant de la Steinerienne. 

Toutes ces surfaces 2 d'ordre 7n— 15, passant par une möme courbe 
gauche d'ordre 2(i»— 2)(lli»'— 24), forment un Systeme lineaire. En effet, 
si a, by c sont trois points donnes arbitrairement dans Tespace; A, B^ C 
les plans polaires de a, 6, c par rapport a la Hessienne; et a*, Vy c' les 
poles des plans Ay B, Cy par rapport aux quadriques polaires de a, by c re- 
latives a F.^ le plan E =: a'b'c' determinera la surface (uiiique) 2 qui passe 
par ay by e. 

69. On demande le lieu d'un point tel que la droite com- 
mune a un plan donne E et au plan polaire dece point par rapport 
a la Hessienne soit tangente a la quadrique polaire du mdme 
point par rapport a la sarface fondamentale. Pour resoudre cette 
questioi, prenons un point x sur une droite quelconque G; le plan polaire 
de X relatif a la Hessienne coupera E suivant une certaine droite; et le 



*) Le lieu Se et la sorfiice polaire (pare) du plan JE se coapent saivant ane 
antre courbe gaache d'ordre 3(ii— 2X&»— 11)> qui est Evidemment le liea d'un point 
tel que sa quadrique polaire par rapport k F« touche le plan E, et que le plan polaire 
du mdme point par rapport k la Hessienne passe par le point de contaot 

**) Tout point commun & et & la Hessienne appartient aussi k £, car si 
le plan polaire relatif k la Hessienne doit toucher le cone polaire , il passera par le 
sommet de celui-ci. Dans le cas de n = 3, la courbe commune il 9 et & la Hessienne 
est la courbe correspondante k la courbe parabolique. 

6» 
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lieu des poles des quadriqnes polaires, relatives a F^, qai sont tangenles a 
cette droite, coapera G en 2{n--2) points x (48.). Reciproquement, la qaa- 
drique polaire (par rapport a F.) d'oD poini x est coqpee par le plan E 
suivant une coniqae, qui a 2(4fi— 9) tangentes communes avec la section 
faite par ce mßme plan dans Tenveloppe (de classe 4(fi — 2)— 1 ... (14.)) des 
plans polaires des points de G, par rapport a la Hessienne. Le lieu demande 
est donc une surface Ss d'ordre 2(« — 2) + 2(4fi — 9) = 2(5«— 11). 

La surface et la surface J^^^ relative au plan donne E (68.) ^ ayant 
en commun une courbe d'ordre 2(fi — 2)(llii— 24), se couperont suivant une 
autre courbe gauche d'ordre 

(Tu— 15)(llfi-24)-2(«-2)(llfi-24) = (5ii-ll)(llii~24). 
Chaque point x de cette courbe sera tel que son plan polaire par rapport 
ä la Hessienne touchera la quadrique polaire du m£me point par rapport a F. 
(67.), et que le plan susdit sera conjugue a E par rapport ä la mdme quadrique 
(68.); donc, E passe par le point ou le plan polaire touche la quadrique, et 
des lors Tintersection de E par le plan polaire est une droite tangente a la 
quadrique. II en suit que x sera un point du lieu Z . Le möme raisonnement 
prouve que tout point de la courbe dWdre 3(ii— 2)(5»— 11), commune a la 
surface polaire (pure) du plan E et au lieu ^e, appartient aussi a Se- Donc, 
cette surface Ze coupe 2e suivant une courbe d'ordre (5n'~ll)(lln— 24) 
situee sur 0, et suivant une autre courbe d'ordre 3(i»— 2)(5ii~ll) situöe 
sur la surface polaire (pure) du plan E, 

Or, on voit sans peine que, d'apres les definitions de ces lieux, tout 
point commun a 3^^ et a 0, et tout point commun a ^^ et ä la surface po- 
laire de E, appartiennent necessairement a JS'j^; donc la surface Ze est 
touchee par la surface suivant la courbe gauche d'ordre 
(5it— ll)(lli2— 24), et par la surface polaire pure du plan E sui- 
vant la courbe gauche d'ordre 3(fi — 2)(5n— 11); et ces courbes de 
contact sont placees ensemble sur la surface ^s^)- 

70. On demande le lieu d'un point tel que son plan polaire 
par rapport ä la Hessienne coupe la quadrique polaire du mdme 
point, relative a F^^ et deux plans donnes E^ E\ suivant une co- 



*) II r^Bulte de 1& que rensemble de la Hessienne, de Se et d'une surface 
arbitraire d'ordre 4fi — 9 peut 6tre eogendr^ an moyen de deux fiatsceaux pro- 
jectifs (Ö,-2ä0,...) d'ordre lln— 24 et (-Sjr, Sä<D, ...) d'ordre Tn— 15: oti Se d^signe 
la surface polaire pure du plan £. 
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niqiie et deux droites conjuguees a celle«-ci. Soit x un point d'uue 
droite arbilraire G; X le plan polaire de x par rapport a la Hessienne; b 
liea des poles des quadriques polaires (relatives a F.) qui coupent ce plan £ suivant 
des coniques coojugaees aux droites XE, XE\ est la surface polaire mixte de 
ces droites (48.)? qui coopera 6r en 2{n — 2) points x\ Reciproquement, soit 
Q la quadrique polaire d'un point x' par rapport ä F.; on sait que les plans 
qui coupent la quadrique Q et les plans donnes E, E' suivant une conique 
et deux droites conjuguees, enveloppent une autre surface quadrique. Cette 
surface et Tenveloppe des plans polaires des points de G^ par rapport a la 
Hessienne, ont 2(4(n— 2) — 1) plans tangents comnouns, auxquels correspoa- 
dront autant de poles x sur G, Le lieu demande est donc une surface 
Zäb' d'ordre 2(ii~2)+2(4ii-9) = 2(5ii-ll). 

Tout point X commun ä et au lieu Ss (69.) est tel que son piau 
polaire par rapport a la Hessienne coupe la quadrique polaire de x relative 
ä F^ et le plan E suivant trois droites passant par un seul et möme poinL 
La derniere de ces droites a un nombre infini de poles (en ligne droite) 
par rapport a la conique formee par les deux premieres droites, d'ou il suit 
que, relativ ement ä cette conique, la derniere droite est conjuguee a toute 
droite tracee dans le dit plan polaire de x; donc x est aussi un point du lieu 
Sbs'' C'est-a-dire que ce lieu passe par les deux courbes gauches 
d'ordre (5f<— ll)(llii-~24), suivant lesquelles la surface est 
touchee par les lieux As et Sr,. 

71. On demande le lieu d'un point tel que ses plans polaires par 
rapport a F. et ä la Hessienne, et sa quadrique polaire par rapport 
a Fn aient un point commun sur un plan donne E, Soit x un point 
d'une droite arbitraire G; la droite commune aux plans polaires de x ren- 
contre E en un point y, et les quadriques polaires relatives a F. qui passent 
par y ont leurs poles sur la deuxieme polaire de ce point«, laquelle coupera 
Cr en M — 2 points x. Reciproquement, la quadrique polaire d'un point x 
(par rapport a FJ coupera le plan E suivant une certaine conique 9. Or, 
il y a sur G 10 (n— 2) points x, dont chacun a la propriete que ses plans 
polaires, relatifs a F, et ä la Hessienne, se rencontrent sur ^*); donc, le 
lieu demande est une surface d'ordre ll(fi— 2). 



*) Par UD point quelconque t d'uDe droite R on peut mener deux premieres po- 
laires relatives k Fn, lea poles deaquellea aont lea ioteraectiona de ft avec le pian 
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Quel que soit le plan E, cette surface passe par ies 2 (»—2) pointa 
a oü la Hessienne est touchee par une droite a sitnee daas la surface foii* 
damentale (60.); car Ies plana polaires et la quadrique palaire de a passent 
enserable par la droite a et des lors ont an point commun avec tout plan donae. 



ChApltre einqui^ine. 

Application des proprietes generales k uoe surface fondameDtale 

du troisifeme ordre, 

72. La surface fondamentale sera desormais une surface F^ du troisieme 
ordre, tout a fait generale, c'est-a*-dire sans points et lignes multiples. Lee 
theoremes demontres pr^cedemment oontiennent deja un grand nombre de 
propriöt^s des surfaces cubiques; mais nous ne nous arrdterons pas a donner 
Ies enonces particuliers. Nous nous proposons seulement de derelopper ce 
quil y a de spedal et de caractertstique a la surface du troisieme ordre. 

La premiere polaire etant, dans le cas actuel, la quadrique polaire, la 
surface Hessienne et la Steinerienne co!ncident en une seule et 
möme surface du quatrieme ordre et de la seizieme classe (52., 54.). 
Lea points de cette surface se correspondent deux a deux; o et o' 
etant deux points correspondants, chacun d^eux est le sommet 
d^un cone quadrique polaire dont Tautre est le pole; et en 
chacun de ces points la Hessienne a pour plan tangent le plan 
polaire de Tautre. Ces mdmes points sont conjugues par rapport a toutes 
Ies quadriques polaires (37.). 

73. La deuxieme polaire mixte de deux points a, b devient un plan, 
lieu d*un td point, que par rapport a sa quadrique polaire Ies points a^ b 
sont conjugues (49.). Si Ton se donne un des points a, b^ et leur plan 



polaire de t; et ies premi^res polaires de ces poles, par rapport & la Hessienne, 
couperont R en 2(4n'-9) points t'. R^ciproquement, par un point i' on peut faire passer 
deux premi^res polaires relatives k la Hessienne, dont Ies poles sont Ies interaections 
de St avec le plan polaire de i' (relatif ä la Hessienne). Les premi^res polaires de 
ces poles, par rapport & F«, oouperont R en 2(fi~l) points «. Donc il j aura, sur 
Ä, 2(4fi— 9) + 2(n — 1)= I0(ii — 2) colncidenees de • avec %', q. d. e. 



\ 
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• 

polaire mixte, on trooye Tauüre poinl de la maniere suivanie: les quadriques po-* 
laires des points du plan donne forment un reseau, et les plaos polaires de a par 
rapport a ces surfaces passent par un möme point b^ qui seja le point chercbe. 

Si a est fixe, et qoe le plan polaire mixte tourne aotoar d'une droite 
donnee G^ le point h decrira nne droite G', intersection des plans polaire« 
de a par rapport aox qaadriqnes polaires des points de G. Or, G* coiipe la 
Hessienne en quatre points, donc les plans polaires d'nn point donne 
a par rapport aux cones polaires enveloppent uqe surface de la 
quatrieme classe. Si a est an point de la Hessienne, le plan polaire 
mixte passe (oajours par a! (sommet du cone polaire de a); donc, dans ce 
cas , les plans polaires de a par rapport anx cones polaires enveloppent un 
cone de la quatrieme classe. 

Si a est donne arbitrairement dans Tespace^ ek b est variable danff 
un plan fixe By le plan polaire mixte passe toujours par un point fixe e; le 
pole de E par rapport a la quadrique polaire de a. Donc, si b decrit la 
courbe dMnter^ection de la Hessienne avec le plan E^ le pli;n polaire mixte 
enveloppe un cone de sommet e, de la quatrieme classie (clrconscrit a la shtt 
face qu'on obtient lorsque b parcourt la ^^sie^ne); c'est-*a-dire qua lea 
plans polaires d'un point fixe, par rapport a tous le^ cones; po? 
laires dant les aommets sont dans un m^me plan, euv^loppenl 
un ci)ne de la quatrieme classe. 

T 

74. Ce que qous avons nomme en. g^enßxßi surface polaire fangcte de 
deip^ droites G^ G' devient uQe quadrique (un hyperbolpide ) ; et puisque, 
dans le cas actuel, la courbe polaire d'une droite par rapport a une^ preqierg 
polaire (3») deviei^t la droite reciproque de la droite donnee par rapport ä iine 
surlace quadrique; il s'ensuit que. rhyperliojlalde pplaire des, 4^^^ 
droites G, ^' est le lieu des droites reciproques de chacunej^i^ 
ces droites par, rapport aux quadriques polaires des poii^ls 4$ 
r^utre, ou bien le lieu d'un point lel que la reciproque de Tuue des dreitps 
douiees par rapport a la quadrique polaire de ce point, rencontre raulre 
droite donnee. , 

Si i est un point variable en G, et a, b deux poinls fixes Qur j^'^ rby- 
perboloide polaire est engendre (48.) par deux faisceaux projectifs, dans 
lesquels le plan polaire mixte de a, i correspond au plan polaire mixte de 
b, i. Or, les points a, b peuvent 6\re remplaces par deux autres points quel- 
conques de Cr'; rhyperbololde polaire de deux droites est donc 
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aussi Tenveloppe da plan polaire mixte de deux points variables 
stir les droites donnees, resp. 

75. Si G, (j colncident, nous anrons la sarface polaire pure d'nne 
droite G, qui sera un cone du second ordre (14., 48.). dont le sommet 
est le pole de la quadriqne polaire qni passe par G, et dont les generatrides 
sont les droites reciproques de G par rapport aax quadriqoes polaires des points 
de G. Ce cone est Tenveloppe des plans polaires des points de G, 
et par conseqnent il est anssi le lieu des poles des qnadriques polaires tan- 
gentes a G. Nous donnerons a cette sarface le nom de cone polaire de la droite G, 
qu'il ne faat pas confondre avec le cone polaire d'nn point de la Hessienne. 

76. La surface polaire mixte de deax plans E, E' est du 
troisieme ordre (47.); eile est le lieu des poles d'un plan par rap- 
port aux qnadriques polaires des points de Tantre plan, ou bien 
(ce qui revient an mdme) le lieu du pole d'une quadrique polaire, 
par rapport a laquelle les plans E, E' sont conjugues. 

Le lieu des poles d^un plan E par rapport aux qnadriques 
polaires des points d'une droite G (30.) est une cubique (courbe 
du troisieme ordre) gauche, qui se trouve sur Thyperbololde polaire de O 
et d'une autre droite sitnee dans E, et aussi sur la surface polaire mixte 
de E et d^un autre plan passant par G (51.). D'ou il suit que Thyperboloide 
polaire de deux droites G, G', si G est fixe et ff variable dans un plan E, 
engendfe un reseau de surfaces passant par une cubique gauche fixe. 

77. Si les plans E, E' colncident, on a la surface polaire pure 
d*un plan £J^ qui sera Tenveloppe des cones polaires des droites sitn^es 
dans le plan donne (48.), et aussi le lieu des poles du plan par rapport aux 
qnadriques polaires des points de ce m£me plan (47.). Cette deuxieme defi^ 
nition revient a dire que cette surface est le lieu d^un point dont la quadrique 
polaire est tangente au plan donne; donc (15., 51.) la mdme surface secon-« 
fond avec Tenveloppe des plans polaires des points du plan donne! 
Elle est du troisieme ordre, de la quatrieme classe, et a quatre points doubles, 
situes dans les cones polaires et dans les hyperbololdes polaires de toutes les 
droites du plan donne *). 



*) Si un point est k distanoe infiniO; son plan polaire est un plan diametral de 
la surface foodaroentale. L'6svelo]}pe des plans diam^traux est donc la sur* 
face polaire pure da plan k Tinfini. Cette sarface est inscrite dans la d^ve- 
loppable circonscrite k F« suivant la section k Tinfini (15.). 
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Soit a un point de cette surface; la quadrique polaire de a etant 
tangente au plan E, coupera ce plan 8uivant deux droites croisees au point 
de contact a'. Les plans polaires des points de ces droites doivent passer 
par a^ et toucher ailleurs la surface ; un point quelconque de cette sur-^ 
face est donc le sommet de deux cones quadriques circonscrits 
a la surface (ils sont les cones polaires de deux droites croisees en a'). Le 
plan polaire de a est tangent ä la surface en a. 

Si a est Tun des points doubles de la surface, les deux cones tan- 
gents doivent coincider; et par suite la quadrique polaire de a coupera E 
suivant deux droites coincidentes. Parmi les quadriques polaires tan- 
gentes a un plan £ il y a donc quatre cones; leurs poles (qui appar^ 
tiendront aussi a la Hessienne) sont les points doubles de la surface 
polaire pure du plan. 

Cette surface est la reciproque de la surface Romaine de Steiner *). 

78. Si un plan E est fixe et qu'un autre plan £' soit mobile autour 
d'une droite G, la surface polaire mixte des plans E, E' engendre un faisceau ; 
en effet, si cette surface doit passer par un point donne x^ le plan E* passera 
par le pole de E relatif a la premiere polaire de x. La base du faisceau 
est composee d'une courbe gauche du sixieme ordre (lieu des points doubles 
des quadriques polaires des points du plan fixe) et d'une cubiquo gauche (lieu 
des poles du plan fixe par rapport aux quadriques polaires des points de la 
droite donnee) (47., 76.). 

La surface polaire mixte des deux plans E, E' ei leurs surfaces po- 
laires pures sont touchees ensemble (51.) par le cone polaire de la droite 
EE' en ^fuatre points de la Hessienne ( correspondants aux intersections de 
cette surface avec la droite EE% et passrat par les dix points doubles de la 
Hessienne (47.). Ces pointe etant equivalents ä 4.4 + 10 intersections, les 
trois surfaces nommees, qui sont du troisieme ordre, auront un autre et 
seul point commun: c'est le pole de la quadrique polaire qui passe par la 
droite EE'. 



*) [Voir lea Monatsberichte de la r. Acad. de Berlin Quillet et novembre 1863), 
et le tome LXIII de ce Journal^ p. 315.] 
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Chapitre slxl^me. 

Proprietos de la surface Hessienoe d^une surface fondamentale 

du troisi^me ordre. 

79. Les plana polaires qai passent par un point donne p ont lears 
poles 8ur la quadrique polaire de p. Si ces plans doivent loncher la Heg- 
sienne, les poles seront distribuis snr la courbe da haitieme ordre^ intersection 
de la Hessienne avec la polaire quadrique de p (72.). Les points de contact 
fornient une courbe du dousieme ordre, intersection de la Hessienne avec la 
premiere polaire de p par rapport a la Hessienne. Ces deux courbes du 
kttiti^me et du douiieme ordre sont donc correspondantes (57.). 

80. Considerons les droites qui passent par p et qui touchent la 
Hessienne. Aux droites qui passent par p correspond un reseau *) de courbes 
franches du quatrieme ordre (3.) situees sur une surface S du second ordre (la 
quadrique polaire dep). Chacune de ces courbes gauches resulte de Tintersectioa 
de S par une autre quadrique polaire, et par suite (79.) les points doubles de 
ces courbes (points de contact entre S et les autres quadriques polaires) 
seront situ^ dans la courbe C du huitieme ordre, intersection de la Hes^ 
aieane avec S. Aux courbes du reseau, qui fonnent un faisceau, correspon- 
dent des droites par ji^ situees dans un plan; or, dans ce faisceau il y a 
douie courbes avec point double**); c'est-a-dire quo les droites par p, 
auxquelles correspondent des courbes gauches du quatrieme 
ordre avec point double, forment un cone J? du dousieme ordre. 
A un point quelconque o de la courbe C correspond une generatrice de S, 
qui Joint p au point o' qui^ dans la Hessienne, correspond a o. Le lieu des 
points o' est donc une courbe C du dousieme ordre (79.). Le plan polaire 
de passe parji et touche la Hessienne (72.) en o', et, par suite, il co»* 
tient la droite tangente % C en o'; donc, ce plan est tangent au cone JS* sei- 
vant la droite po\ C'est-a-dire qua le cone ^ est drconscrit a la Hee- 
sienne suivant la courbe C 

La quadrique polaire d*un point quelconque coupe C en seise points: 
de la resulte que ^ v^t par suite la Hessienne) est de la seisieme classe (M). 

'^^ Uu tel n^eau n^ulte des intenections de S avec un r^eau d^autres snificc« 
quadrique« polaire». 

'^'^) Car. dans un faisceau de quadriques, il j a douie sur^ces ungentes i 8 (33). 
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Si Tod considere une droite G passant par /i^ comme iHtersection de 
deux plans tangents da cone 2, chacun de ces plans aura un pole sur C, 
et la courbe gauche (da reseaa sur S) qui passe par ces deux poles sera la 
correspondante de G. Si les deax poles coincident, la coarbe gauche devient 
taugen te ä.C; d'oä il suit qa'aux droites tracees sur le cone 2 et dans ses 
plans stationnaires, correspondent des courbes gaucbes (du reseau sur S) tan* 
gentes ä C. 

81. Les points oü la Hessienne est osculee par des droites issues de 
p, sont les intersections de cette surface avec la premiere et la deuxieme 
polaire de p, par rapport a la m^me surface. Ainsi, parmi les courbes gaucbes 
du reseau en S il y a en a 4.3.2 ^^ 24 qui ont un point de rebroussement. 

Ainsi le cone 2 est du 12^ ordre et de la 16*" classe, et a 24 gene- 
ratrices stationnaires ; il aura donc (a cause des formales de Plücker) 22 ge-- 
peratrices doables. Parmi ces generatrices doubles, dix sont dues aux points 
doubles de la Hessienne et correspondent ä des courbes du reseau coroposees 
de deux cöniques (cbaque point double a, en effet, pour quadrique polaire 
one couple de plans (56.)) ; les autres douze generatrices doubles correspon- 
dront a autant de courbes du reseau composees d'une cuMque gauche et 
d'one droite. 

Pour demontrer cette assertion , considerons le reseau de courbes 
gaucbes du quatrieme ordre sur la surface quadrique S, et, a cause de brievete, 
Dommons genirahrices et directrices Iß^ droites des deux systemes qui existent 
aar cette surface. Soieut Zr^ if, iV trois generatrices de S; une oourbe quel- 
conque du quatrieme ordre qui soit tracee sur S coupe en deux points cha- 
cone de ces droites; et «i trois de ces points (un sur chaque ilroite) tombent 
en ligne droite^ la courbe se decompose en deux parties,. une cubique gauche et 
one droite (directrice). Si / est un point quelconque de L, la directrice qui 
passe par / coupera M,.N en deu^i: points m^ n, ^\ la courbe du reseau qot 
passe par m, n rencontrera L en deux points T. Reciproquement, sj /' est un 
point quelconque de L^ les courbes du reseau qui passent par t forment un 
faisceau et, par suite, determinent sur if et N deux involutions (quadratiques) 
projecüves. Si une courbe du faisceau coupe M en mm' et N en nn, le Heu 
des droites analogues a mn, nm', m'n, m'n' est une surface du quatrieme ordre 
(pour laquelle if et iV sont des droites doubles), qui coupera L en quatre 
points /. II y. aura donc, en L, six coincidences de / avec f, c'est-a-dire 
qu'il y a six courbes du reseau ^ dont chacune est composee d'nne cubique 

7* 
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gauche et d'ane droite directrice. AnalogaeiDent, il y anra six autres cour- 
bes coroposees d'iine cubiqae ganche et d'une generatrice. 

Ainsi, dansnn resean de conrbes ganches de qnatrieme ordre, 
tracees snr une surface qnadriqoe, il y a: 1^ dooze courbes com- 
posees d'une cabique ganche et d'one droite; 2"". dix coucbes com-« 
posees de denx coniqnes; 3^ vingt-qnatre courbes avec rebrous«* 
sement. 

82. Si p est nn point de la Hessienne, le cone JS est du 10^ ordre 
et de la 16'' classe, avec 10 generatrices doubles (dirigees aux points dou- 
bles de la Hessienne) et 18 generatrices stationnaires. C'est-a-dire que 
dans nn resean de courbes ganches du quatrieme ordre tracees 
snr un cone (quadrique polaire de p) il y en a: l^ dix composees 
de deux coniques; 2". dix-hnit avec rebronssement; 3^ six com«- 
posees d'une droite et d'une cubiqne ganche (correspondantes aux 
six droites qni tonchent la Hessienne en p et ailleurs (7.)); 4"". deux avec 
rebronssement au sommet du cone: celles-ci correspondent aux deux 
droites qui osculent la Hessienne en p. 

83. Si p est un point double de la Hessienne, cette surface est touch^ 
en p par un nombre infini de plans, dont Tenveloppe est un cone quadrique; 
hl premiere polaire de p aura donc un nombre infini de points doubles en ligne 
droite, c'est-ä*dire qu'elle sera le Systeme de deux plans se coupant suivant une 
droite n^ situee dans la Hessienne: ainsi qu'il resulte mdme de la tbeorie 
generale (56.). Les points de cette droite seront les poles d'autent de cones 
avec le sommet p; ces cones forment donc un faisceau et passent par quatre 
droites, dont le Systeme represente la courbe polaire de n. Dans ce fai- 
sceau il y a trois systemes de deux plans: ces trois systemes seront les qua- 
driques polaires de trois points sp^iaux de la droite n, doubles pour la 
Hessienne. Les dix points doubles p sont donc distribues, trois i 
trois, snr lies dix droites n; et celles-ci passent, trois a trois^ 
par les dix points p. 

84. La Hessienne älant en giniral de la 16^ classe, n'a pas d'autres 
points doubles, outre les dix points p. Et de möme, eile ne contient pas 
d^autres droites, outre les dix droites n. En effet, les quatre intersections 
d'une droite G avec la Hessienne correspondent aux quatre cones qui passent 
par la courbe (du quatrieme ordre) polaire de G. Si G appartient entiere- 
ment a la Hessienne, aux points, en nombre infini, de G correspondra un 
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noinbre infini de cones formant un faisceau et, par siiite, ayant le mdme 
sommet. Ce sommet sera un point double pour la Hessienne, car oette sur-* 
face y serait toochee par les plans polaires de tous les points de G. 

Un point double p n'est pas, en general, situe sur sa droite cor* 
respondante n; si cela etait, la premiere polaire de p serait an cone avec 
le sommet p, et par suite ce point serait double pour la surface fondamentale. 
85. Soient 0^ o' deux points correspondants de la Hessienne; les cones 
polaires de o, o' auront leurs sommets en o', o resp. et se perceront entre 
eux suivant une courbe gauche du quatrieme ordre; et les deux. autres cones 
quadriques passant par cette courbe seront les premieres polaires des points 
Uy f> oü la Hessienne est rencontree de nouveau par la droite oo'. Ces 
autres cones auront leurs sommets aux points u', t> qui correspondent a u^ e. 
Les points odtiff sont donC les sommets du tetraedre conjugue aux quadriques 
passant par la courbe du quatrieme ordre, et par suite les plans o^%if>\ o%lff 
sont les plans polaires de Oj o' resp. C'est pourquoi les plaus tangents 
a la Hessienne en o^ o* passeront par la droite u't\ 

Puisque les plans polaires de o, o' passent par h\ e\ reciproquement 
les cones polaires de u'y «' (dont les sommets sont «i, «) passeront par o, o'; 
donc, ils contiennent tout entiere la droite oo'uc et se rencontreront de neu- 
veau suiyant une cubique gauche. 

De ce que les cones polaires de u\ t' passent par la droite oo' , il 
s^ensuit que le cone polaire de cette droite aura son sommet (75.) en u' et 
en «'^ c'est-ä-dire qu'il se reduira a la droite tiV. Donc, les plans po-* 
laires des points de oo' passent tous par la droite ffV. 

Les points oü la droite n't> rencontre la Hessienne sont les poles des 
quatre cones quadriques passant par la courbe du quatrieme ordre qui est la 
polaire de la droite consideree; or, cette courbe se decomposant en deux 
parties (une droite et une cubique gauche) ii n'y a que deux cones quadriques 
passant par ce Systeme; la droite u'ti est donc tangente ä la Hessienne 
en w' et «?'. 

Ainsi, toute droite joignant deux points correspondants de 
la Hessienne jouit de la propriete que les plans polaires de ses 
points pass^ent par une droite fixe, qui est une tangente double 
de la möme surface. 

86. Si ti et r coincident, c'est - a - dire, si la droite oo' est tangente 
a la Hessienne (en un point u different de o, o'), les plans polaires des 
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points (de oo' passerent par nne mdme droite qui aura un contact da troisieme 
ordre (en u') avec la Hessienne. 

Si f« et « colncident en un point douUe.p^ les points ff> v' deviennent 
indetermines sur la droite correspondante n (83.) ; or, les cones polaires de tous 
les points de cette droite devant passer (85.) par oo', il en suit que oo' est 
Tnne des qoatre droites qni forment la courbe polaire de n (83). 

87. Si o est nn point parabolique de la surface fondamentale, son 
cone polaire a le sommet au point correspondant o', passe par o et est touche 
snivant oo' par le plan polaire de o (5.), savoir par le plan qui touche la 
Hessienne en o\ Le cone polaire de o' ayant son sommet en o^ il s'ensuit 
que les copes polaires de ces deux points se couperont suivant une courbe 
gauche dont o sera un point double. L'un des points u, t> coincide avec o'; 
Tautre seit f>. La droite ov' (^ u'v') est donc (85.) tangente a la Hessienne 
en o et f>'. Les plans qui touchent la surface fondamentale et la Hessienne 
en se coupent suivant ov, c'est-ä-dire que cette droite est tangente 
en a la courbe parabolique (de la surface fondamentale). 

Seit w le point oü la droite o«' rencontre de nouveau la surface 
fondamentale; la premiere polaire de w passe par cd et par oo', et par suite 
eile rencontre le plan oo'e' suivant deux droites, dont Tune est oo' et Tautre 
passe par cd. Ce point cd est donc le point (unique) d'inflexion de 
la courbe du troisieme ordre (avec rebroussement en o), suivant 
laquelle la surface fondamentale est coupee par le plan Station^ 
naire ooV *). 

88. Dans un plan arbitraire E, combien de droites y a-t-il, 
analogues a oo' (joignant deux points correspondants de la Hes- 
sienne)? Le plan E coupe la Hessienne suivant une courbe du quatrieme 
ordre ä la quelle correspond (57.) la courbe (gauche du sixieme ordre) de 
contact enlre la Hessienne et la surface polaire pure du plan E. Seit o Tua 
des points oü E rencontre cette derniere courbe; ce point, comme apparte*- 
nant a E, aura son correspondant o' sur la courbe du sixieme ordre; et 
comme appartenant a cette courbe, il aura son correspondant en E. D'oa 
il suit que les six points communs au plan E et a la courbe gauche da 
sixieme ordre sont correspondants, deux a deux. Mais d'un autre cöte, deux 
points correspondants de la Hessienne sont conjugues par rapport a une qua«- 



') Et üw est la tangente stationdaire. 
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firique polaire quelconque; donc, d'apres un theoreme connu (dA a M. Hesse), 
les six points dont il s'agit sont les sommets d'un qaadrilatere camplet; et 
les diagonales de eeloi-ci sont les seoles droHes analogues a 
oo\ contenues dans le plan donn6 E. Les droites alialogoes ä ffV (85.), 
qui correspondent aux droites oo' du plan E, sont situees sur la sorface polaire 
de E (et dans an mdme plan tritangent de celle-ci), parce que les pliins po- 
laires des points de E sont tangents a la surface polaire de ce plan (77.). 

89. Le quadrilatere considere est determine par les intersections de 
quatre quadriques polaires quelconques (n'appartenant pas ä un möoie reseau) avec 
le plan E; on seit en effet que, quatre coniques etant donnees dans un plan, 
il y a un quadrilatere complet (unique) dont les diagonales sont r encontrees 
harmoniquement par chacune des coniques donnees *). 

Deux sommets opposes du quadrilatere etant conjugues par rapport 
aux coniques suivant lesquelles le plan E coupe les quadriques polaires de 
ses points, il s'ensuit que ce quadrilatere est inscrit a la courbe du troisieme 
ordre, Jacobienne du reseau des coniques mentionnees et seclion de la sur- 
face polaire du plan E par ce mdme plan. Or, les mömes six points (sommets 
du quadrilatere) sont situes dans la courbe plane du quatrieme ordre commune 
ä £ et a la THessienne, qui est touchee par la surface polaire de ce plan dans 
tous les points de la courbe gauche du sixieme ordre; donc ces six points 
sont autant de points de contact entre les courbes suivant lesquelles E coupe 
sa surface polaire et la Hessienne. 

n suit de la que les cötes du quadrilatere rencontreront de nouveau 
la courbe plane du quatrieme ordre en quatre points alignes sur une droite 
G; et cette courbe plane appartiendra au föis6eau determine par le Systeme 
des quatre droites formant le quadrilatere et par le Systeme de la courbe du 
troisieme ordre et de la droite G. Donc, si cette demiere courbe a un point 
double a, ce qui arrive lorsque le plan E est tangent en a a la surface fon«- 
damentale**), la droite polaire de a par rapport ä la courbe plane da qua- 
trieme ordre \iendra se confondre avec la droite polaire du mdme point par 
rapport au Systeme des quatre cötes du quadrilatere (la polaire harmonique 
de a par rapport au quadrilatere). 



*) [Mathem, QuesHons from the Educational Times IV, London 1866, p. 110.] 

**) Si une cubiqne plane a un point double, toutes lee coniques polaires nassent 
par ce point; qui est; par suitO; double aussi pour la Jacobienne du reseau des polaires. 
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Mais d'ailleors on sait que, si une oubique plane avec point double 
passe par les sommets d'on quadrilatere complet, la droite qui Joint les trois 
points d'inflexion est la polaire harmonique du point double par rapport an 
quadrilatere; donc la droite polaire de a par rapport ä la courbe plane du 
quatrieme ordre passera par les points d'inflexion de la courbe du troisieme 
ordre, qui sont aussi les points d^nflexion de la section de la surface fonda- 
mentale par E. 

Ainsi: la droite, intersection d'un plan tangent a la surface 
fondamentale avec le plan polaire du point de contact par rap- 
port a la Hessienne, passe par les trois points d'inflexion de la 
section faite par le plan tangent dans la surface fondamentale. 

Si le plan tangent est stationnaire, on retombe sur un theoreme deja 
demontre (87.). 

90. Dans un plan quelconque E, combien y a-t-il de droites ana- 
logues ä u'f)' (droites dont la courbe polaire seit le Systeme d'une droite oo' 
et d'une cubique gauche)? Les droites tracees dans le plan E correspondent 
aux courbes gauches du quatrieme ordre passant par les huit poles du plan. 
On sait qne ces huit poles sont tels que la cubique gauche decrite par six 

d'entre eux rencontre deux fois la droite qui Joint les deux autres. Or , huit 

7 8 
points combines par couples donnent -^ = 28 courbes du quatrieme ordre 

composees d'une droite et d'une cubique gauche. Le plan donne contient 
donc 28 droites analogues a tiV: elles sont d'ailleurs les 28 tangentes 
doubles de la secüon de la Hessienne par le plan E. 

Cette section est de la 12'' classe et a 24 points d'inflexion; on re- 
trouve ainsi (80.) la propriete que dans un faisceau de courbes gauches du 
quatrieme ordre il y en a 12 avec point double; et de plus, on voit que 
parmi les courbes gauches de cet ordre, qui passent par les huit 
intersections de trois surfaces quadriques, il y en a 24 qui ont 
un rebroussement. 

91. Une droite quelconque G rencontre la Hessienne en quatre points 
abcd; soient ab'cd' les points correspondants. Puisque a'b'c'd' sont les som- 
mets des quatre cones d'un möme faisceau de quadriques, le point a' sera le 
pole du plan b'cd' par rapport aux cones polaires de b, c, d, c'est-a-dire 
que b'cd* est le plan polaire mixte des couples de points a'b, a'c, a'd: ou 
bten encore, b'c'tf est le plan polaire de chacun des points b^ e, d par rap- 
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port au cone polaire de a\ Or ce cone a pour sommet le point a ; le plan 
b'c'd^ passe donc par a. 

AiDsi si oicdsontquatre points de la Hessienne en ligne droite, 
les points correspondants a'b'c'd* sont les sommets d'un tetraedre 
dont les faces b'cd, c'da', d^oih\ a!b'd passent par a^ b, c, d resp. 

92^ Toutes les quadriques polaires passant par un point o forment un 
reseau; et il y en a une qui est tangente en o ä un plan donne arbitraire- 
ment. Cependant^ si a est un point de la Hessienne (et o> le point corre- 
spondant), toutes les premieres polaires passant par o y sont touchees (53.) 
par des plans passant par la droite oo\ et Celles qui touchent en o un mdme 
plan forment un faiseeau et ont leurs poles sur une droite tangente a la 
Hessienne en o\ D'oü il s'ensuit que la droite oo' est la polaire du plan 
tangent a la Hessienne en o parrapport au cone polaire de o\ et aussi la 
polaire du plan tangent a la mdme surface en o' par rapport au cone polaire 
de Ov En d'autres termes: le plan tangent en o ä la Hessienne et le 
plan tangent en ce möme point a une quadrique polaire quel- 
conque qui y passe, sont conjugues par rapport au cone po- 
laire de o\ 

Reciproquement , toute droite tangente en o' a la Hessienne 
contient les poles d'un nombre infini de quadriques polaires 
touchees en o par un seul et möme plan. 

93. Seit p un point double de la Hessienne et n la droite corre- 
spondante (83.). Des que chaque point de n correspond ä p, les plans po- 
laires de tous les points de n seront tangents a la Hessienne en p (72.)^ 
c'est-a-dire que le cone quadrique (osculateur)^. forme par les 
droites osculatrices a la Hessienne en p, est le cone polaire de 
la droite n. Ce cone contient les trois droites tc^ti^ti^ (analogues ä n (83.)) 
qui passent par p, car tout point de ces droites est le pole d'un cone po- 
laire dont le sommet est Tun des trois points doubles PiP^pz de la Hessienne, 
situes sur n. 

94. Le plan polaire de p est tangent ä la Hessienne tout le long 
de la droite n (56.) et^ par suite^ il coupera cette surface suivant une co- 
nique C De m0me, le plan polaire de p^ touchera la Hessienne suivant n^; 
jQi pi est un point de n; donc la Hessienne et le cone polaire de :7i 
sont touches le long des droites communes ^^j^tis^tT} par les mömes 
plans (les plans polaires ^ep^, pa, p^). 

Jonmal ffir Mathematik Bd. LXVni. Heft 1. 8 
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95. Le point p et nn point qnelconqae de n sont deiix points corre- 
spondants de la Hessienne; donc la droite qui Joint ces points est le lien 
des poles dont les plans polaires passent par une mdme droite, tangente 
double de la Hessienne et situ^e dans le plan polaire de p (85.). L'un des 
points de contact est sur n; Tantre appartiendra a la coniqne C. C'est-a-dire 
qu'a tonte droite trac^e par p dans le plan pn, et consid^ree comme droite 
oo\ correspond comme droite uV nne tangente de C Soient o le point oft 
la preroiere droite rencontre n, et o le point oii la m£me droite conpe de 
nouveau la Hessienne (les points o' et e sont colncidents en p) ; u' et f>' les 
points oü la deuxieme droite tonche C et conpe n, resp. On voit que la 
coniqne C a pour courbe eorrespondante la cubiqne plane (lien dn point #) 
suivant laqnelle le plan pn conpe la Hessienne. 

La droite u'f>' est dans le plan polaire de o; or ce plan est tangent 
au Gone polaire de n; donc ce cone est tonche par les droites analogues a 
uv'; c'est-a-dire que la conique C est la trace du cone sur le plan po- 
laire de p. 

Ainsi le cone oscnlateui* a la Hessienne en nn point double 
tonche cette surface suivant trois droites, et la coupe en outre 
suivant une conique situee dans le plan polaire du point double. 

96. II y a d^autres propriötefil du plan pn qui möritent d^ötre re- 
marquees. 

Le cone polaire de ti' passe par p; de plus, le plan polaire de p par 
rapport a ce cone (savoir le plan tangent a ce cone suivant pu) est le plaa 
polaire de u' par rapport au cone polaire de p (11), c'est-a--dire, le plan 
pn. Ce dernier plan est donc tangent aux cones polaires de tous les pofnts 
de la conique C, et les g^neratrices de contact passent par p. 

Des que le plan pn touche en o les premieres polaires des points p 
et u'y il tonchera en ce mdme point les premieres polaires de tous les pointi 
de la droite pu', et les coupera suivant des couples de droites en invdutioii, 
dont les rayons doubles sont op et n. Deux droites R, R conjuguees dam 
cette involution appartiendront a une prämiere polaire dont le pole seit q 
(point de/?«'); concevons un plan passant par q et par une tangente quel- 
conque Uif)\ de C. Les premieres polaires de Uj, rl passent ensemble (85.) 
par la droite pui qui correspond k Uif>\ (de möme que pu a tiV); donc Im 
points oü cette droite rencontre R, R' seront deux poles du plan ^tfle'i. 
C'est-a-dire que les plans polaires des points des droites R, R enveloppest 
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un seol et möme cone qC. Tous les cones analogues passent par la eonique 
C; Celle -ci represente donc, eile seule, Tenveloppe des plans polaires des 
points da plan pn. Ce qu'on peot denaontrer aussi de la maniere soivante. 

Le point double p a la propriete qoe toutes les quadriques polaires* qui 
y passent, y sont toachees par iin möme plan pn (92.); d'oü il resulte que, 
si par p on tire les deux droites qui rencontrent, chacone deux fois, la coorbe 
(gauche da quatrieme ordre) polaire d'une droite quelconque T de Tespace, 
ces deux transversales seront toujours comprises dans le plan pn, c'est-ä- 
dire que la courbe polaire d'une droite quelconque a toujours deux cordes 
issues de p et sitnees dans le plan pn. Soit pu Tune de ces cordes; chacun 
des points oü eile s'appuie sur la courbe gauche aura son plan polaire passant 
par r et par u'^d (d'oü il resulte que T coupe u'f)')i mais ces deux droites 
donnent un seul plan, donc les deux points oü pu traverse la courbe gauche 
sont les poles d'un mdme plan passant par T. Deux de ces plans polaires 
(relatifs aux deux droites pu) sont det^mines par les deu^ droites u^e qu'on 
peut mener dans le plan de C, par la trace de T, ä toucher cette eonique; 
donc, par une droite arbitraire T passent deux seuls. plans ayant des poles 
d^ns le plan pn, et ces plans sont tangents a C; en d'autres termes, cette 
eonique est Tenveloppe cpmplet des plans polaires des points du 
plan pn. 

Un point quelconque du plan polaire de p appartient ä deux droites 
tie' (tangentes ij^ C)^ et par suite la quadrique polaire de ce point passera 
par les deux droites pu correspondantes (85. )) c'est-ä-dire qu'elle sera tan- 
gente en p au plan pn. Le lieu des points dont les premieres po- 
laires touchent le plan )97i est donc compose l"" du cone pC, dpnt les 
points ont leurs quadriques polaire:S tangentes au plan pn, avec 
le point de contact sur la droite n; 2^ du plan polaire de p, dans 
lequel les points de la eonique C sont les poles de cones polaires 
tangents au plan pn suivant des droites issues de p, tandis que 
les quadriques polaires des autres points du oiöme plan touchent 
le plan pn en p. 

II est evident, d'apres ce qui precede, que la courbe gauche du 
sixieme ordre qui en general (47.) est la courbe de contact entre la Hessienne 
et la surface polaire d'un plan, lorsque ce plan est pn, se reduit au Systeme 
des quatre droites nn^n^n^ et de la eonique C. 

97. Une droite menee arbitrairement par le point double p rencon- 

8* 
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Irera la Hessienne en deux autres points c, d; soient c\ d ies points corre^ 
spondants. Les premieres polaires des points de la drdite pcd passent par 
deux coniques situees dans deux plans qui forment la quadrique polaire de p 
et qüi passent par n (83.); et dans le faisceau de ces premieres polaires, les 
points dont le plan polaire est constant par rapport a ces surfaces, sont 
l'' les points c\ ä (sommets des cones du faisceau), dont les plans polaires 
relatifs aux quadriques du faisceau sont nd ^ nd resp. et 2^ les points de n^ 
dont les plans polaires relatifs aux mdmes quadriques passent par la droite 
c'd. Le plan nd est donc le plan polaire mixte des points de', c'est-a-dire 
qu'il est le plan polaire de d par rapport au cone polaire de c , dont le 
sommet est c. II resulte d'ici qtie le plan nd passe par c; et analoguement 
le plan nc passera par d, 

En outre, si x est un point quelconque de 77^ le plan polaire de x 
par rapport au cone polaire de c passe par c'd' ; en d'autres termes, cd' est 
dans le plan polaire de c par rapport au cone polaire de x, dont ie sommet 
est p. Donc les points pc'd sont en ligne droite. Ainsi: 

Si une droite menee par le point double p rencontre la 
Hessienne en c, d, \es points correspondants c\ d sont aussi en 
ligne droite avec p; et les droites cd\ dd se rencontrent sur 
la droite n. 

98. Ces conclusions subsistent mdme si le point c tombe sur une droite 
774.- une des droites de la Hessienne, differente de n (correspondante a p) et 
de n^Ti^Tiz (qui passent par p), savoir correspondante a un point double p« 
situe, par ex., sur n^. Alors, d devient le point double p^, et rf* est un 
point de la droite 71,. Ce mäme point d est le pole d'une premiere polaire 
avec le point double d; or, les points non-doubles de 77, ont pour quadriques 
polaires des cones de sommet pi; donc d est le troisieme point double ps 
situe sur tt,, et par suite d tombe sur la droite 775. 

Si le point c fjst variable sur 774, les points d (^p4) et d {^= p^)^ 
silues tous les deux sur la droile fixe 77,, reslent invariables; ainsi d ne 
sortira pas de 775. D'oü il resulle que les droiles 774 et 775 sont dans un 
möme plan passanl par p Ce plan doil en oulre couper la Hessiertne sui- 
vant une ligne de second ordre avec un point double en p; cette ligne sera 
donc le Systeme de deux droites, qui necessairement se confondent avec 
77^ et 773. 

Le point commun aux droites 7r4 et 775 est le pole d'une quadrique 



Cremona, nUmoire de giom^trie pure $ur les swrfaces du troisi^e ordre: 61 

polaire avec point double en p^ et p^^ savoir d'une quadrique composee de 
deux plans pessant par ni; ainsi ce point commuti a n^ et ti^ sera pi (si- 
tue sur 71). 

Les droites n^n^n^ns forment donc un quadrilatere plan com- 
plet^ dont les somroets sont six points doubles de la Hessienne. 
Deux sommets opposes sont des points correspondants^ c'est-a-dire 
que chacun d'eux appartient a la droite correspondante ä Tautre. 

Quel est le nombre des plans analogfues a celui qui contient les quatre 

droites 772^3^4^5? P^r chacun des points p passent trois de ces plans ^ et 

3 10 
chaque plan contient six points p: le nombre des plans est donc -^ = 5. 

Ou bien encore: deux tels plans passent par chaque droite n^ et 

2 10 
chaque plan contient (^ualre droites n; le nombre des plans est donc -^ ~ 5. 

Ces cinq plans forment un pentaädre (decouvert la premiere 
fois par M. Stltester) dont les sommets et les ardtes sont les dix 
points p et les dix droites n resp. 

De ces cinq plans, trois passent par p et les deux autres par n; donc 
le sommet commun a trois faces du pentaedre a pour droite correspondanle 
Tintersection de deux autres faces. 

99. Lorsqu'on veut eonsiderer le Systeme de ces cinq plans, il esf 
convenäble de les rcpresenter par les nondbres i, 2, S^ 4, 5, de Sorte que 
les dix sommets p (points doubles de la Hessienne) et les dix ar^tes op- 
posees resp. (droites n correspondantes) seront designees par 

123 124 125 134 135 145 234 236 245 345 

46 36 34 25 24 23 15 14 13 12. 

Un point quelconque de la droite 12 a pour quadrique polaire un 
cone conjugue au tfi^dre (83.) forme par les plans 345; et de möme les 
cones polaires dont les poles soient pris arbilrairement sur les droites 13^ 
14^ 15, sont conjugues aux Iriedres 245, 235, 234, resp. D'oü il s'en- 
suit que toutes les quadriqnes polaires du reseau determine par ces quatre 
cones, SBVorr les quadriques polaires de tous les points du plan 1 sont con- 
juguees a un seul et meme tetraedre, qui est forme par les plans 2345. 

Les plans 1, 2, 3, 4, 5 sont les seuls doues de oette pro- 
priete que les quadriques polaires de tous les points de chacun 
d'eux soient conjuguees ä uji mdme tetraedre (forme par les 
aiUrej^ quatre plans): parce qu'on demontre que, si les quadriques polaires 
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d'un reseao sont conjuguees ä an seol et möme tetraedre^ les arStes de celui- 
ci soQt situees dans la Hessienoe. Cette sorface est, eo effet, la Jacobieane 
(37.) du Systeme lineaire determine par le dit reseau et par une autre qua- 
drique polaire quelconque iS> (etrangere au reseau). Or^ si Ton prend sur 
Tune des arötes du tetraedre un point o, ei sur Tardte opposee le point o' 
oü Celle -ci est coupee par le plan polaire de o par rapport h S, les points 
Oy cl seront conjugues par rapport ä toutes les surfaces du Systeme, et par 
suite ils appartiendront a la Hessienne. 

100. Nous avons constate (85., 90.) que toute droite bitangente ä 
la Hessienne a la propriete d'dtre Tenveloppe des plans polaires des points 
d'une autre droite (qui Joint deux points correspondants de la surface). Parmi 
les droites douees de cette propriete il y a les dix arötes du pentaedre et 
les quinze diagonales de ses faces. Chaque aröte, comroe H, correspond a 
un faisceau de cones polaires (83.) dont la base est le Systeme de quatre 
droites concourant au point correspondant 346; et reciproquement (3.) lea 
plans polaires des points de chacune de ces quatre droites passe- 
re nt par la droite i2. Chaque diagonale, comme {i2d}{i4d}, correspond ä 
an faisceau de qaadriques polaires (qui ne sont pas cones) dont la base 
est le Systeme des quatre droites, intersections des deux couples de plans qui 
forment les quadriques polaires des points t^U ^ 146; et reciproquement, 
les plans polaires des points de ces quatre droites passeront tous 
par la diagonale consideree. 

101. Nous avons vn qu'a une droite quelconque pcif passant par le 
point double p correspond une droite pcä' (97.), et il r^sulte de ce qui pre- 
cede (98.) que, si la droite pcd tombe dans Tune des faces du triedre 
^i^^3 9 Ift droite pc'd' coincide avec Taröte opposee du mdme triedre. Rö«- 
ciproquement, si pcd est Tune des droites tiiTIsTI}, la droite j9 c'if est jindeter- 
minee parmi celles qui passeut par p et qui sont situees dans le plan des 
deux autres droites n. 

Si pcd coincide avec pcd'^ c'est-a-dire si c, d sont deux points 
correspondants, pcd sera (86.) Tune des quatre droites par lesquelles passeot 
les cones polaires de sommet p. 

Si pcd est menöe dans le plan pn, le point c' coincide avec p^ et 
par suite pc'd^ est osculatrice a la Hessienne en p; donc, si pcd est variable 
(autour de p) dans le plan pn, la droite pc'd' engendre le cone polaire de n. 
Et, pendant que c parcourt n, et d que decrit une cubique plane avec un point 
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double en p^ le point d' engendrera la contqtle C iBtersection du cone sQsdit 
ayec la Hesgieane (95.). Lorsque ped est odciÜBtrice a la flessienne, t'eat- 
ä-dire qu'eHe touebe en p uae des brancbes de la ctibique plane, le point 
d tombe en p et par snite d! en n; d'ou il resdlte qne les deux intersections 
de la coniqne C avec la droHe n correspondent anx denx points de la cnbiqne 
plane, infiniment yoisins de p. 

102. Si la droite ped est variable dans un plan E (par p) la droite 
pc'^ engendrera uu eone passant par ^i^ n^^ n^^ a cause des treis droites 
snivant lesquelles E coupe les faces du triedre nin^n^ (101.). Ce cone est 
determine par deux autres generatrices, parce que deux droHes passant par 
p determinent le plan E. Les cones, qui de cette maniere correspondent a 
deux pians E, Ei^ ont une seule gen^ratrice coiiiRrune (outre n^^ n^^ n-^\ 
qni est la droite pe'd! correspondante a Tintersection ped des deux pians. 
Donc, ces cones correspondants aux pians E sont du second ordre. 

Ainsi nous orons une transformation de figures forroees pur 
de^s droites (et des pians et des cones)^ issues du point p, A une 
droite correspond une droite, a un plan correspond un cone qua^ 
drique' circonscrit au triedre niTtin^i^ et redproquement. 

Des que les points ee\ et de mdme di, sont conjuguees par rappOft 
a tonte quadrique polaire, les droites ped^ pe'd^ seront conjuguees par 
rapport a tous les cones polaires de sommet p, Ces cones forment 
un faisceau et pBssent par les quatre drottes qui correspondent ä elle^-mämes; 
et ces quatre droites forment un angle solide dont les droites diagonales soiit 
^19 ^^9 ^3 (intersections des couples de pians qui fönt partie du faisceau et 
qui sont les quadriques pcriaires de pi, p,) fh)- AiUsi, le cone quadrique, 
circonscrit au triedre :^i7i2^39 qui correspond a un plan*£ est le 
Heu des droites polaires de ce plan par rapport aux cones du 
faisceau. Par consequent, ce cone coupe les pians ttj^t , n^n^^ n^n^ sni- 
vant les droites conjuguees aux intersections de ceux-ci avec E, pur rapport 
aux couples de droites n^ni^ ^3^m ^i^? ^esp.;' le möme cone rencontre le 
plan £ suivant deux droites correspöudantes , dont cbacone est une genera- 
trice de contact entre £ et un cone du faisceau; les pians passant par ti^ et 
resp. par deux droites correspondantes forment un Systeme harmonique avec 
les pians n^n^^ ^1^3; otc. 

103. Considerons un cone cubique (du troisieme ordre) passant par 
les six dreites ppi^ pp^^ pp^^ n^^ n^^ ty,, et touebe suivant les trois demieres 
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par les plans polaires de pi^ p^^ Pa*)') ^^^^ P<^ ^^^ geneFatrice de ce eone. 
Le plan nc coupe la Hessieane et ce cone suivant deux cobiques ayant sept 
points cotnmuns^ doni trois ont les mdmes tangentesi; donc ces cubiques coincident 
ensemble. G'est-a-dire que le cone cubique rencontre la Hessienne 
suivant une courbe plane (du troisieine ordre) dent le plan est tic^ et, 
par suite, suivant une autre courbe plane (du möme ordre), dont le 
plan sera Tid. Chacun de ces deux plans suffit evidemment pour determiner 
(d'une maniere unique) le cone cubique et Tautre plan; donc, ces couples 
de plans, contenant les courbes d'intersection de la Hesaienoe 
avec les cones cubiques du faisceau dont il s'ag^it, forment une In- 
volution, dont les plans doubles coniiendront les courbes de contact entre 
la Hessienne et deujjc cones du faisceau. C'est-a-dire que les taugen tes 
qu'on peut mener a la Hessienne, du point p, forment deux cones 
cubiques, et les courbes de contact sont dans deux plans passant 
par 71 ; le Systeme de ces deux plans est donc la quadrique polatre du point 
p. Ainsi, la quadrique polaire de p est constituee par deux plans 
formant uu Systeme harmonique avec les deux plans qui con^ 
tiennent les deux cubiques planes appartenant a un mdme cone 
cubique du faisceau. 

Parmi les cones de ce faisceau il y a celui qui est forme par le plan 
pn avec le cone polaire de n; les plans des sections qui y correspondent 
sont le plan pn et le plan polaire de p. Un autre cone du mdme faisceau 
est le triedre :^i^2:^3, forme par les trois faces du peutaedre (96.) ^jui con- 
courent en p; les sections correspondantes sont dans les deux autres faces 
du pentaedre (qui passent par ti), et cbacune d'elles est le Systeme de trois 
droites. D'ou Ton tire que les deux plans formant la quadrique po- 
laire de p, et les deux faces du pentaedre qui passent par n 
forment un Systeme harmonique. 

104. Les plans nc, nd passent respeclivement par cT^ d (97.); donc, 
le cone cubique (du faisceau mentionne) qui passe par pcd passe aussi par 
pcrf'; c'est-a-dire que (102.) ce cone correspond a lui-möme. On 
conclut d'ici et des proprietes connues des cubiques planes**) que les plans 

*) Les cones cubiques analognes forment un faisceau, car les conditions com- 
munes sont äquivalentes ä neuf droites par lesquelles passent le Systeme de trois plans 
^,ff, , ^5^,; ^i^ti ®^ 1® Systeme du plan pn et du cone polaire de la droite 7i. 

**) On peut, eneffet, considdrerle cone cubique commeJacobienned'unr^seau de cones 
quadriques (de sommetp) auquel appartienne le faisceau des cones polaires des points de». 
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tangents ä notre cone suivant deux droiles correspondantes pcd, pc'd\ se 
coupenl suivant une generalrice du möme cone; que tout cone quadrique 
circonscrit au triedre TT^Tizn^ coupe le cone cubique suivant les trois genera- 
trices de contact de ce cone avec un seul et mSme cone de second ordre; 
et que ces trois generatrices forment un triedre dont les faces rencontrent le 
cone cubique suivant trois nouvelles droites situees dans le plan qui correspond 
au premier cone quadrique. Etc. etc. 

105. Nous ferons maintenant quelques remarques sur la surface polaire 
d'un plan quelconque E passant par le point double p. Ce point ötant le 
sommet d'un nombre infini de cones polaires, dont les poles sont les points 
de 71, la surface polaire passera par cette droite et sera touchee 
suivant celle-ci par le plan polaire de p. La mSme surface passe en outre 
par p et y est touchee par le plan polaire du point i, oü E est rencontre 
par TZ. Parmi les cones polaires de sommet p, il y en a deux tangents au 
plan E; donc (77.) la surface polaire a deux points doubles sur n, 

Les quadriques polaires passant par p rencontrent E suivant des co- 
niques louchees en p par une seule et memo droite pi (intersection des plans 
E et pn). Un point quelconque de cette droite est double pour Tune de ces 
coniques, c'est-a-dire qu'il est un point de contact entre E et une premiere 
polaire passant par p; toutes les premieres polaires analogues passent donc 
par la droite pi, et leurs poles seront situes dans la droite, intersection des 
plans polaires de p et i. D'ou il derive que cette derniere droite ap- 
partient a la surface polaire de E. 

Cette surface polaire est tangente a la Hessienne suivant une courbe 
gauche du sixieme ordre (47.) qui, dans le cas actuel, se decompose en 
deux parties, la droite n et une courbe gauche du cinquieme ordre passant 
par p. Cette courbe, etant correspondante sur la Hessienne ä la section du 
plan E^ forme conjointement avec les droites n^n^n^ Tintersection complete 
de cette surface avec le cone quadrique qui correspond au plan E (102.). 
Ce dernier cone coupera donc de nouveau la surface polaire de E suivant 
une droite. En effet, des que le plan E passe par les points correspondants 
p, i de la Hessienne, il touchera en i un faisceau de quadriques polaires (92.), 
dont les poles sont sur une droite passant par p et situee dans la surface 
polaire ; et cette surface sera touchee suivant cette droite par le plan polaire 
de i. La m6me droite contiendra les deux autres points doubles de la surface, 
qui sont les poles de deux cones appartenant au möme faisceau. Ces deux 
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cones auront donc leurs sommets (dans le plan E^ sur nne droite passaot par 
p et correspondant a la premiere droite. 

106. En appliquant ces considerations anx plans dn pentaedre 1234& 
(99.), on voit qae les ardtes du tetraedre 2346 forment la coarbe da sixieme 
ordre (correspondante au qaadrilatere des quatre droites 12, 13, 14, 16) 
suivant laquelle la Hessienne est touchee par la surface polaire do plan 1; 
cette surface a donc les points 234, 236, 246, 346 (sommets du tetraedre) 
pour points doubles. Cette möme surface (etant la reciproque de la surface 
Romaine) contient trois autres droites situees dans an möme plan; ces droites 
seront (105.) les intersections des plans polaires des couples de points 
{123, 146)^ {^24, 136)^ {^34, 126)^ sommets opposes du quadrilatere. 
Les mdmes droites forment un triangle a^biCi dont cbaque sommet sera le pole 
d'une premiere polaire tangente au plan 1 et passant par deux couples de 
sommets opposes du quadrilatere; ainsi, les diagonales de ce quadrilatere, com- 
binees par couples, sont les intersections du plan / avec les premieres polaires 
des points aib^Ci\ c'esl-a-dire que les sommets cLißi^i du triangle diagonal 
sont les poles du plan a, 6iCi. 

11 correspond de möme au plan 2 un plan (hbiC2^ qui sera le plan 
polaire de chaque sommet du triangle or^/i,/? forme par les diagonales du 
quadrilatere {21, 23, 24, 26); etc. pour les autres plans du pentaedre. Or, les 
plans menes du point 346 aux diagonales {t23\[146}^ßtyi^ {124}{136\^yiai^ 
\126}{134] ^a^ßi passent aussi par les diagonales {123}{246\^ ßi^^^ 
\124}\236\ ^ j^^^i'i \126}{234} ^E: a^ß-i^ parce qae les couples de points 
{146,246), [136,236), {134,234) sont en ligne droite avec 346; donc 
les droites a^a^^ ßißit Y\72 concourent au mdme point 346. 

Le plan a|6iC, etant le plan polaire des points aji^y^, il en resulte 
que la quadrique polaire du point comman a ce plan et a la droite 12 est un 
cone passant par les points 0^1/^1/1 et par les quatre droites (issues de 346) 
qui forment la base du faisceau des cones polaires des points de 12. De 
möme^ la quadrique polaire du point ou le plan 036202 coupe la droite 19 
sera un cone passant par les points a^ß^y^ ^ p&r les mömes quatre droites. 
Or, les points aia^, ßiß^^ T'iTi sont en ligne droite avec le peint 346^ 
sommet commun des deux cones; ces deux cones sont donc colncidentS) 
c'est-a-dire que les plans athiCg, 026302 rencontrent la droite 12 au möme 
point. Ainsi, ces plans 0|6iC|, (hbifh^ ... qui correspondent aux 
faces 1, 2, . . . Ab^ pentaedre forment an nouveau pentaedre dont 
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les ardtes rencontrent les ardtes correspondanles du premier; et 
per suite les cinq droiies suivant lesquelles se rencontrent les 
faces correspondanles des deox pentaedres sont dans nn seul et 
mdme plan. 

107. Nous avons demontre qn'a une section plane E de la Hessienne 
correspond une courbe gauche K du sixieme ordre (57.). Seit o un point 
de K; o' le point correspondant de E, La droite polaire du plan E par 
rappori au cone poiaire de o rencontre la Hessienne, non-seulement en o'^ 
mais aussi en trois autres points ly m^ n. Le plan E est donc le plan polaire 
mixte des paires de points ol, om, on, c'est-äi-dire quMl est le plan polaire 
de par rapport aux cones polaires de /^ m, n. Donc E conlient les sommets 
de ces trois cones, et par consequent les points l^ m, n appartiennent a K. 
Ainsi, les droites polaires du plan Ey par rapport aux cones po- 
laires dont les sommets sont dans ce plan, rencontrent la courbe 
gaucbe K, chacune en trois points. 

Combien de ces droites polaires du plan E passent par un point quel- 
conque o de K? U faut chercher un point qui, avec o, ait le plan polaire 
mixte E; tel est tout point de 1« droite polaire de E par rapport au coae 
polaire de o. Cette droite rencontre, ainsi qu'on a vu ci-dessus, la courbe 
K en trois points l^ m^ n; et les droites polaires de E par rapport aux cones 
polaires de l, m, n passeront par o. II y a donc trois droites polaires 
qui passent par un point quelconque de K. 

Combien de ces droites polaires sont rencontrees par une droite arbi- 
traire G? Autrement, combien de points y a-t-il sur G iesquels aient E 
pour plan polaire, par rapport a un cone polaire dont le pole soit sur K? 
Les polea des quadriques polaires, par rapport auxquelles les points de G sont 
les poles de E (76.), sont dans une cubique gaucbe qui a huit points commune 
avec A' (28.). Donc, les droites polaires du piaB E par repportaux 
cones polaires qui ont les sommets dans ce plan, forment une 
surface du huitieme ordre. Pour cette surface, K est une courbe 
triple, car en ehacun de ses points se croiseat trois generatrices. La möme 
surface passe par les dix droites n^ parce que chacune de celles-ci 
peut 6tre regardee comme polaire d'un plan quelconque par rapport a la qua- 
driqae polaire du point correspondant p. 

Les generatrices de la surface rencontrent le plan E aux sommets des 
cones polaires, ainsi cette surfa^ce coatient la section plane E de la 

9» 
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Hessienne. Elle contient, de plus, quatre droites situees dans £; ce sont 
les generatrices de contact de E avec les quatre cones polaires dont les poles 
sont les points doubles de la surface polaire de E (77.). 

Si E est le plan a Tinfini, les cones polaires des points de K sont 
des cylindres, parmi lesquels ceux (en nombre de quatre) qui touchent E 
sont paraboliques; et les droites polaires de E deviennent les axes de 
ces cylindres. 

108. De quelle classe est Tenveloppe des plans qui coupent 
la surface fondamentale F„ suivant des cubiques harmoniques *)? 
Soit G une droite arbitraire, x un point conimun a 6r et a la surface fonda- 
mentale; il faut chercher un tel plan passant par G que les quatre tangentes 
menees du point x ä F^, dans ce plan, forment un Systeme harmonique. 
Or, toutes les tangentes qu'on peut mener par x ä F^ forment (6.) un oone 
du quatrieme ordre qui, nayant pas en general de generatrices doubles ou 
stationnaires^ est de la douzieme classe. £n coupant ce cone et la droite G 
par un plan , nous aurons une courbe generale C du quatrieme ordre et un 
point g'; et il s'agira de mener par g une droite qui rencontre C en quatre 
points harmoniques. On sait que cette question a six Solutions**); Tenveloppe 
demandee est donc une surface de la sixieme classe. 

On trouve de la möme maniere que les plans qui coupent la 
surface fondamentale suivant des cubiques equi-anharmoniques 
enveloppent une surface de la quatrieme classe. 

Une cubique qui ait un rebroussement est simultanement un cas parti- 
culier de la cubique harmonique et de la cubique equi-anharmt)nique; donc, 
les deux surfaces de sixieme et de quatrieme classe, que nous avons 
considerees tout-a-Theure, sont inscrites dans la developpable (61.) 
formee par les plans tangent« stationnaires (c'est-ä-dire circonscrite 
a la surface fondamentale suivant la courbe parabolique). 

Parmi les plans q^i coupent la surface fondamentale sui- 
vant des cubiques öqui-anharmoniques, il y a les dix plans ana- 
logues ä pn (96.), c'est-a-dire passant par un point double de la Hessienne 
et par 1b droite correspondante. En effel, la premiere polaire de p est une 



*) Une courbe plane du troisifeme ordre est dite harmonique ou ^qui-^cmkar^ 
monique d'aprös les valeurd singuliöres du raj)port anharmoniquc constant des quatre 
tangentes issues ä'ün point queiconque de la courbe. 

♦*) Steiner, Ueber solche algebraische Curven etc. (t. XLVil, p. 102 de ce Journal). 
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paire de plans passant par n, et les premieres polaires des points de n sont 
des cones qui coupent le plan pn suivant des couples de droites (par p) en 
involution : les rayons donbles de cette involution et la droite n forment donc 
la Jacobienne du reseau des coniques suivant lesquelles le plan pn coupe les 
quadriques polaires de ses points. (Cette Jacobienne est la section du plan pn 
par la surface polaire du m6me plan.) Or, si la Jacobienne du reseau des 
coniques polaires est un Systeme de trois droites, la courbe fondamentale est 
equi-anharmonique; donc le plan pn rencontre la surface fondamentale suivant 
une cnbique equi-anharmonique. 



Chapitre septleiue« 

Les vingt-sept droites d'une surface du troisleme ordre. 

109. Si un plan est bitangent ä la surface fondamentale F3, il cou- 
pera cette surface suivant une cubique avec deux points doubles (les deux 
points de contact), savoir suivant une droite et une conique. Le nombre des 
droites situees sur F, est donc egal ä celui des plans bitangents qui passent 
par un point arbitraire de Tespace, ou bien ä la classe de la surface deve- 
loppable enveloppee par les plans bitangents. Or, cette classe (8.) est 27; 
une surface du troisieme ordre contient donc, en general, 27 
droites. 

Si a est une de ces droites, tout plan mene par a coupe de nouveau 
la surface suivant une conique et la touche aux deux points d'intersection de 
cette conique avec a (60.). Si Ton fait varier le plan autour de a, les deux 
points de contact engendrent une involution, dont les points doubles 
sont les points de contact de a avec la Hessienne, ou ce qui revient au 
mdme, avec la courbe parabolique. Parmi les plans menes par a, il y en a 
cinq (60.) qui coupent F3 suivant une conique avec point double (deux 
droites, outre a), c'est-ä-dire que par toute droite situee sur la sur- 
face passent cinq plans tritangents (deux points de contact sur la 
droite, et le troisieme au dehors. Reciproquement, tout plan tritangent doit 
conper la surface suivant trois droites (une cubique avec trois points doubles) ; 
donc, une droite quelconque de la surface rencontre 2.5=10 
autres droites de la mdme surface, et le nombre des plans tritan- 

gents est — ^ — = 45. 
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Analoguement^ chacun des hyperbololdes correspondants aux cinq antres ternes 
coupera la surface cnbique suivant trois nouvelles droites: nous aurons ainsi 
3.6 = 18 droites qui, avec les neuf intersections des faces des triedres donnes, 
forment le Systeme des 27 droites. 

111. Un faisceau de surfaces S de secönd ordre ^ dont la base sera 
une courbe C du quatrieme ordre, seit projectif a un faisceau de plans E 
passant par une droite a. Le lieu des coniques suivant 1-esquelles les 
surfaces iS sont coupees par les plans correspondants E est (17.) 
une surface F, du troisieme ordre, dont on obtient les intersections 
avec une droite arbitraire 6, de la maniere suivante. La droite G rencontre 
S en deux points ^1^2 ^t E en un point x: les conples yiffj donuent une 
involution projective ä la serie simple des points x; il y aura donc trois 
colncidences d'un point x avec un des points correspondants y. 

La surface F^ passe par les bases des deux faisceaux generateurs (17.), 
savoir par la courbe gauche C et par la droite a. Chaque plan E touche 
F3 en deux points; ce sont les deux points ou la droite a coupe la surface 
S correspondante ä E. Parmi les surfaces S il y en a deux qui touchent a, 
c'est-ä-dire qu'il y a deux plans E qui sont (tangents) station- 
naires. Chaque surface S touche F3 en quatre points: ce sont les points 
oü la courbe gauche C est rencontree par le plan E correspondant ä S. 

Parmi les plans £ ii y en a cinq (60.) qui touchent les sur- 
faces <S correspond.antes: chacun de ces plans est donc tangent a F3 en 
trois points* et coupe cette surface suivant deux droites, outre a. En partant 
d'un quelconque de ces plans tritangents, on retrouve le Systeme complet des 
27 droites, comme ci-devant (109. j. 

112. Supposons maiutenant que les plans E soient les plans polaires 
d'un point fixe p par rapport aux surfaces quadriqnes S; le lieu des cour- 
bes de contact entre les surfaces q.uadriques d'un faisceau et les 
cones circonscrils de sommet p, est donc une surface cubique h\ 
qui passe par la base C du faisceau, et aussi par le point p, a cause de la 
quadrique S qui passe par p, Les plans E des courbes de contact passent 
par une möme droite a^ qui, par suite, est situee dans F^. 

Dans le faisceau quadrique il y a quatre cones, et pour chacun d'eux 
la courbe de contact se decompose en deux droites, situees dans un plan 
par a. La surface <S qui passe par p est coupee par le plan poiaire de p 
suivant deux droites croisees en p, dont le plan passe par la droite a. Ainsi 



72 Cremontty nUmoire de g^omdlrie pure sur les surfaces du troisiäme ordre. 

nous avoDS obtenu 10 droites siluees, par couples, dans des plans pas- 
sant par a. 

En considerant les deux droites croisees en p, chacune d'elles est 
appuyee en deux points ä la courbe gauche C, et Ton peut mener par cette 
droi(e quatre plans tangents a C. Chacun de ces plans louche au meme point 
(outre C) la surface F3, parce que la droite qui Joint p au point de contact 
touche, en ce dernier, F3, et determine avec la tangente de C le plan tangent 
de F3. Chacun de ces plans est donc un plan tritangent, et par consequent 
il coupera F3 suivant deux nouvelles droites. Ainsi, nous aurons 2.4.2 
droites qui, avec les 10 deja obtenues et avec a, completeut le Systeme des 
27 droites. 

113. Nous dirons qu'un Systeme (lineaire) de plans est projectif 
au Systeme des points de Tespace, lorsqu'a un point quelconque x correspond 
un (seul) plan X^ et que reciproquement a chaque plan X corresponde un 
(seul) point x; de plus, qu'aux points x d'nn plan X' correspondent les plans 
X (d'un reseau) passant par un meme point x\ et par suite qu'aux points x 
d'une droite correspondent les plans X d'un faisceau. Inverseraent ä un 
faisceau de plans X correspond ront les points x d'une droite, et aux plans 
X qui passent par un point x^ correspondront les points x d'un plan X\ 
Les points x et les plans JT' forment de nouveau deux systemes projectifs. 

On a trois systemes (lineaires) de plans, projectifs entre eux et aussi 
au Systeme des points de Tespace; de sorte que chacun des quatre elements 
homologues JT,, X2, X3, x determine, avec une Solution unique, les trois 
autres. Soit x le point commun aux trois plans JT,, X^, X^; les points x^ 
X se determineront Tun par Tautre d'une maniere unique; car, si x est 
donne, par ce point passe en general une seule terne de plans correspondants 
Xi^ X, X3, auxquels correspondra un point unique x (resultant de Tinter- 
sections des trois plans X/, X2, X3 qui correspondent au point x). On 
peut regarder x et x comme points homologues de deux espaces 
projectifs; cherchons donc a determiner les courbes et les surfaces qui 
correspondent, dans Tun de ces espaces, aux droites et aux plans de Tautre. 

Si X parcourt un plan E, chacun des plans X produit un reseau; on 
aura ainsi trois reseaux projectifs dont trois plans correspondants se coupent 
en x\ Le lieu de x est donc (23.) une surface F3 du troisieme ordre; d'oü 
il suit que les points de cette surface correspondent, chacun a 
chacun, aux points du plan E. 
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Tontes les surfaces cubiques F3 correspondantes aux plans 
E du premier espace forment un Systeme lineaire et passeni par 
une möme courbe gauche K du sixieme ordre (35.)? Heu d'un 
point par iequel passent trois faisceaux correspondants de plans 
X Ainsi, a un point quelconque x' de K correspondra, au Heu 
d'un simple point x^ une droite |. 

Si X decrit une droite, les plans X forment trois faisceaux pro- 
jectifs; par suile (18.), le Heu de x sera une (courbe) cubique gauche. 
Cette courbe formera avec K la complete intersection des deux surfaces F^ 
qui correspondent ä deux plans E passant par la droite donnee. 

Une droite et un plan, dans le premier espace, ont un point commun 
x\ le point x' qui lui correspond devra resulter aussi d'une maniere unique 
de Tintersection de la courbe et de la surface qui correspondent ä la droite 
et au plan, resp. Or, cette courbe et cette surface, etant toutes les deux du 
troisieme ordre, ont neuf points communs; de ces points huit appartiendront 
(28.) ä la courbe K, et le neuvieme sera x. 

De ce que la cubique gauche correspondante ä une droite quelconque 
rencontre K huit fois, il resulte que cette droite sera croisee par les droites 
§ correspondantes ä huit points x^ de /f; c'est-ä-dire que les droites § 
du premier espace, qui correspondent aux points de la courbe 
gauche K forment une surface du huitieme degre. 

Trois plans E se coupent en un point x\ donc trois surfaces F3 ont 
un seul point commun x, au dehors de la courbe K. 

Reciproquement, si le point x' decrit (dans le second espace) une 
droite, le point x engendrera une (courbe) cubique gauche; car le lieu de x 
sera rencontre par un plan arbitraire E en autant de points que la droite 
donnee a d'intersections communes avec la surface F3 correspondante a ce 
plan. Si x' est variable sur un plan E', x engendrera une surface cubique 
JF^; eA effet, le lieu de x sera rencontre par une droite quelconque aux points 
qui correspondent aux intersections du plan E' avec la courbe correspondante 
a cette droite. Et des que le point x est Tintersection de trois plans homo- 
logues Xi, ^2, X^ de trois systemes projectifs au Systeme des points x' (du 
second espace), il s'ensuit que F3 peut 6lre construite comme lieu du point x 
commun a trois plans correspondants de trois reseaux projectifs. Par conse- 
quent, les surfaces F3 (correspondantes aux plans du second espace) forraeront 
elles aussi un Systeme lineaire et passeront par une seule et mdme courbe 
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gaucbe K' du sixieme ordre, ä chaque point x de iaquelle correspondront 
les points x' d'une droile ^'*). 

113^'^ Soit x' un point de K, qui sera commun a tous les plans JTi, 
JT^, X^ de trois faisceaux correspondants , dont A^^ ^29 -^3 soient les axes; 
et soit § la droite qui contient les points x correspondants a ces plans, c'est- 
ä-dire la droite commune aux plans X'i^ X^, X^ qui correspondent a x'. 
Chaque lerne de plans homologues menes par Ai^ A^^ A^ resp. corrcspond 
a un point a; de |^ de fa^on que ce point x variable sur i a toujours son 
homologue au point fixe x^\ mais parmi ces ternes il y en a trois dont chacune 
est composee de trois plans passant par une mdme droite. £n effet, le cone 
engeodre (42.) par les faisceaux projectifs A^^ ^29 et le cone engendre analogue- 
ment par les faisceaux .^,, A^^ auront, outre Taxe commun A^^ trois droites 
communes, chacune desquelles sera par suite Imtersection de trois plans cor- 
respondants Xi^ X29 X^. Ainsi la droite ^ a trois points dont Tun quelcon- 
que correspond ä une droite passant par x\ autrement, § est appuyee ä K^ 
en trois points auxquels correspondent trois droites (^') passant par x. Ana- 
loguement, a chaque point x de K^ correspondra une droite ^' 
appuyee a Jf en trois points, et les droites | correspondantes a 
ces points se croiseront en x, C'est-ä-dire que, si une droite ren- 
contre K en trois points, les trois droites qui correspondent ä ce6 
points passent par un mdme point x (de A'') et forment elles 
seules la cubique correspondante a la droite donnee, d« maniere 
qu'ä tout autre point de celle-ci correspondra le point fixe x. 

Si le point x^ decrit une droite G , les plans Aj, X^^ X^ donnent 
naissance ä trois faisceaux projectifs, et par suite le lieu de x sera^ ainai 
que nous Tavons dejä montre (113.) une cubique gauche, commune aux trois 
hyperboloides que les trois faisceaux engendrent, etant pris deux ä deux. 
Cette courbe se decomposera 1*. en une conique et une droite |^ lorsque G 
rencontre Ä' une fois; 2''. en trois droites (dont deux, ^1,^*2? qui ne se 
coupent pas, sont croisees par la troisieme), lorsque G rencontre K deux fois; 



*) Au cas particulier que JCj , X^, X^ soient les plans polaires du poiot o? 
par rapport ä trois surfaces quadriques iixes; les points x, x^ ont une relatioii par- 
taitement r^ciproque {intoluioruche)y et ä un plan E, quel que soit Tespace auquel il 
est cens^ appartenir, correspond une seule et m^me surface F,, lieu des poles du plan 
£ par rapport aux surfaces du r^seau d^termin^ par les trois quadriques donu^es 
(80.). Dans ce cas les courbes Ky K* coincident, et il devient inutile de distinguer 
IcB deux espaces. 



V 
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3"". en trois droites ^i, I2? I3 (issues d'un m^nie point de K')^ lorsqne G ren- 
contre K trois fois. En faisant abstraction des droites I correspondantes anx 
points de K, nous pouvons dire qu'a G correspondra une cubique 
gauche, une conique, une droite ou un point, suivant que G a 
0, 1, 2, 3 points communs avec K, 

D'oü il s'ensuit que, si G est situee sur une snrface F3 , eile rencontrera 
K au moins une fois, car la ligne correspondante a G doit ötre placee sur 
le plan E qni correspond a F3. Donc, si nous considerons trois droites 
situees dans un möme plan tritangent de F3, il ne peut arriver 
que les deux cas suivants: ou les trois droites rencontrent K 
chacune en 2 points, ou elles coupent cette courbe en 1, 2, 3 
points resp. 

114. Seit F3 la surface cubique qui correspond a un plan doune E; 
ce plan coupera la courbe gauche K' en six points J, 2, 3, 4, 5, 6, que 
nous nommerons points fondamentaux ; donc, en regardant ces points comme 
des positions de x^ les six droites correspondantes §' s=^'ai^ 03, 03, »4, 
05, (h (lieux des points homologues x') seront situees sur F3 et appuyees 
a K, chacune en trois points. Et Ton voit aisement qu'aux differents points 
de la droite a^ correspondent les points du plan E infiniment voisins du point 
fondamental r^ c'est-a*dire que la serie des points a/ de Or est projective 
au faisceau des droites menees par r dans E. 

Les autres droites de F3 seront appuyees a /f en deux points ou en 
un seul point, et par consequent elles correspondront a des droites ou a des 
coniques tracees dans le plan E (113^**.). Dans le premier cas la breite en 
E doit aussi rencontrer deux fois K'-^ or, dans le plan £ H y a quinse droites 
qui ont deux points communs avec cette courbe gauche, 

23 3i 12 56 64 45 14 15 16 24 25 26 34 35 36; 
donc F3 contiendra quinze droites 

C23 Cji Cß Cs^. Cq^ C45 C|4 Cj5 Cj6 C24 C25 C26 C34 ^35 ^36 9 ' 

chacune appnyöe a K en deux points. 

Les droites a^. et c^« (ou r, s sout deux points fondamentaux) se ren-* 
eontrent en un point qui correspond a la direction rs issue de r; dono le 
plan de ces droites coupera F3 suivant une troisieme droite qui n'aura qu'oii 
seul point commun avec K^ et que nous designerons par b,. Ctf mömeplan 
rencontre les six droites a, dont deux (a^^ a^) sont croieees par c^, (car la 
droite correspondante passe par les points r^ s) ; donc b^ coupera , ovtce a^, 

10» 
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quatre autres droites a, hormis a« . D'oü il s'ensuit qae la cooique correspondante 
ä 6« passera par cinq points fondamentaux , hormis «. Ainsi F^ contient 
six nouvelles droites 

hl bi 63 64 65 feg 

appuyees a K^ chacune en un seul point, et correspondantes aux coniques 

23456 13456 12456 12356 12346 12345 
qu^on peut decrire par les points fondamentaux, pris cinq ä cinq. 

115. Yoilä donc les 27 droites de la surface F3. D'apres ce qui 
precede (113^''.) un plan tritangent quelconque contiendra une droite a, une 
droite b et une droite e^ ou bien trois droites c; et par suite deux droites a 
ou deux droites b ne seront jamais dans un möme plan. 

Si une droite 6 ou e rencontre la droite a,.^ la conique correspondante 
a 6 ou la droite correspondante a e doit passer par le point fondamental r. 
Donc deux droites a^, b, se rencontrent toujours si les indices r^ s sont 
diiferents, et ne se rencontrent pas si elles ont le möme index. Et une 
droite a^ coupera, outre les cinq droites b d'index different, les cinq droites 
Cr^ qui ont un index egal a r. 

Si deux lignes en E ont un point commun x, les lignes correspon- 
dantes sur F3 s'eutrecouperont au point homologue j?'; mais si les premieres 
lignes passent ensemble par un point fondamental r^ ceci indiquera seulement 
que les lignes sur Fj sont rencontrees Tune et Tautre par la droite Or aux 
points qui corraspondent aux directions des premieres lignes en r. 

11 r^fulte d'ici que deux droites c, ou bien une droite b et une droite 
c $e reucontroronti, si les lignes correspondantes ont un point d'intersection qui 
ne foit p«0 Tun dos six points fondamentaux. Donc b^ rencontre toutes 
le^ droiten c qui ont un index r; et deux droites c se coupent si 
\oun liHiri^ indices sont differents. 

II isnl maintement tres-facile de trouver les 45 combinaisons de trois 
ilr4piUtn qiii i^ont dans un möme plan. Le plan qui passe par a^ et b^ 
roiiHtfiiArH HUHsi r,,; et ceUe derniere droite sera aussi dans le 
pUn ujß,, car les symholes c,, et c„ expriment une seule et mSme droite 
(fA$Ht$ qui correspond a ia droite menee par les points r«). Enfin, trois 
4roito0 c ionl dans un mAmo plan, si leurs indices contiennent tous les six 
mtmhfi$» 123456, 

Volci donc los quaranie-cinq ternes de droites situees dans les plans 

tf Unrigantif : 
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o,6,c,. 


a, 6j c,i 


«3*1^3. 


«4*1^41 


05^^61 


Ö6*1<^6I 


«1 K Cj 3 


«1*3^18 


«3*1^3, 


«4 *« ^4f 


«5 *1 ^6« 


«6^^6« 


«1^^14 


o,6^c,^ 


«3 *4 ^34 


«4 *3 ^43 


«5^«53 


«6^C,3 


öl^c,. 


«t^5^25 


«3 *5 ^35 


«4 ^ ^45 


«5^^54 


«6*4^04 


«i^^ie 


«a *b ^26 


«3 ^6 ^3« 


«4 *8 <^46 


«5 ^ ^56 


«6*5^65 



^11^34^56 



^1«^35^46 



^I«^36 ^45 



^13^14^56 



^13^25^46 



^1 3 ^26 ^45 



^14^23^56 



^14 ^«5^30 



^1 4 ^26 ^35 



^16^28^46 



^15^24^36 



^15^26^34 



^16 ^23^46 



^16 ^2 4^35 



^16^25^34 



116. On peut faire ici plusieurs remarques interessants. Par ex. 
deux droites nbn situees dans un mdme plan, comme »i, b^^ sont 
rencontrees par les mdmes cinq droites (cia, Cj3, Ci4, Cis, Cie). Parmi 
les autres vingt droites, il y en a cinq qni rencontrent seulement Oi, cinq 
qui rencontrent seulement 6x, et dix qui ne coupent aucune des deux 
droites Oi^ bi. 

Trois droites qui ne se coupent pas, comme ax, a^^ a^^ sont 
rencontrees par les mämes trois droites (64,65,66); et il y a six 
droites (^4, »5, Oe, C56, C54, C45) qui ne rencontrent ni Gi ni a^ ni »3. 

Quatre droites qui ne se coupent pas, comme Ox, 02, 03, »4, 
sont rencontrees par deux droites (65,60)^ et ne sont pas ren- 
contrees par trois droites (ag, 06,050). 

Deux systemes de six droites, comme 

ÖX «2 Ö3 «4 «5 «ü 

6x 62 63 64 65 h 
oü deux droites homologues ne se coupent pas, et deux droites non-homo- 
logues se coupent toujours, formen! ce qu'on nomme, d'apres M. Schläfli, un 
double-six, Cinq droites, comme Oi, o^, 03, 04, 05, qui appartiennent 
a un möme six^ sont coupees par une seule droite (b^ et ne sont 
pas rencontrees par une autre droite (og). Mais cinq droites qui, sans 
se couper, n'appartiennent pas ä un möme six, eomme Oi, 02, 03, 
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»4, C50, sont rencontrees par deux droiles (65,60); et il n'y a aucane 
droite qui ne rencontre pas Tune ou Tautre de ces cinq droites. 

117. La metbode de generation qne nous avons adoptee pour la sur- 
face F3 nous a conduit naturellement au double -six forme par les droites 
a, b. Mais on peut arranger autreroent les 27 droites de maniere ä former 
un double-six. Un double-six est determine par deux droites hö- 
rn ologu es, comme »i, 6|; car les cinq droites qui coupent bi sans couper 
Ol, et les cinq droites qui coupent a^ sans couper 6|, completent les deux six 
du double-six. On deduit d'ici le nombre des double-six qu'on peut former 
avec les 27 droites. Chacune de ces droites n'est pas rencontree par seize 

27 id 

autres droiles: il y a donc — ^ — paires de droites qui ne se rencontrent pas. 

Chaque paire determine un double-six, mais chaque double-six contient six 
couples de droites bomologues: le nombre des doubles-six est donc 



27.16 
2.6 



= 36. Voici le tableau des trente-six double-six. 









"1 '»l''«'^l4'^4«''l1 
'M'^fl''ll''l''l''4 



''l^l<^lt^l4*'il''u 






'»4^4<'tl<'M<'«l''u 
"• ''• ''41 <'4t ''41 *'45 



I», rr, rt^ r^^r^^r^^ 

<14''4l''llN''l^ 



rr, ff, «4<'i«**«i''u 
'i,<'4j''ji''i h^t 



"1 "4 "1 «'u<'4i**ai 

' 4»«*»l' 14 *J ^1 ''t 



*•! ^t *^4t ^4J ^4» ^4« 









"1 *l <*M ^19 *"« ^M 
*» ^ «"if <*11 <*14 <'U 



"1 ^ *'4I ^41 ^4» '^4« 
"4 ^4 **« <*« **M **»« 



^u^ti^n ^ ^» '• 









n, f»4/r,f,,r,|r„ 
<'44''M''J4 ''1 ^1 *» 



II, «, #»4 


^4» 


<•»« 


«*14 


''••'•l'*!» 


^ 


^4 


^ 


"1 "1 '^^ 


«•4» 


«•»l 


»^14 


«'••''•l<'fl 


^ 


^ 


^ 


"1 "» "• 


'^M 


«-41 


»•iJ 


''»«'••»<'«» 


ftl 


'', 


^ 



''l^l<'4t<'fl«'»4<'M 
''•^€**H*'ilf|4^11 



'»S^1<'»1<^M<*»4<'S« 



<'j4Ul^lt''i^»*4 



"l "4 "» 


«^» 


«•fl 


»^M 


<'4»''»l^l4 


^ 


ft. 


^ 


«», ft^ /fj 


^U 


'•1 


'u 


*'4»^M*'»4 


W 


*. 


*. 



"4 ''s "• '^M<'ll<'ll 
'^5«''t4<'45 ''1 ''1 ^» 






"i ^1 <*§ i '^t ^«4 **€» 



'^«<'m<*ii*i^4\ 



"1 "4''t<'M''8t^ti 
'•4«'*M<'l4^t^t^» 



n, ^»4 H, fM^nCj, 
<'4«<'m<V4 *I *i ^1 



"1 "s ^s "4 "ft "c 

6, 6, &, &4 &4 6g 



llH. On a vu que, trois reseaux projectifs de plans etant donnes, 
liv limi du point commun h trois plans correspondants est une surface da 
iruMimö ordre, dont los points correspondent, un a un, aux points d'nn plan 
flxit, K^elproquoment, on peut demontrer qu'une surface quelconqoe 
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(generale) F3 du troisieme ordre peut dtre engendree (d'une infinite 
de manieres) par trois reseaux projectifs de plans*). 

Soient Oi, ch^ 03 trois droites de la surface donnee F3, qui ne se 
coupent pas (110.). Un plan Ai mene arbitrairement par ai, et un plan A2 
mene par (h rencontrent F3 suivant deux coniques qui ont un point commun (car 
les points oü la droite AiA2 rencontre les deux caniques doivent representer 
les trois intersections de la radrae droite avec F,); par ce point et par a^ 
menons un plan A^. Ou obtient ainsi trois faisceaux de plans, qui ont entre 
eux cette relalion que M. August dit duplo-^projeclwe: c'est-ä-dire que, deux 
plans etant choisis arbitrairement dans deux faisceaux, le plan correspondant 
du troisieme faisceau en resulte determine d'une maniere unique. Et la sur- 
face F5 est le Heu du point commun a trois plans correspondants. 

Un plan tritangent mene par Oi rencontre a^ et a^ en deux points 
appartenant aux deux droites de la surface <|ue le plan contient, outreai. II 
y a donc deux cas possibles: ou le plan tritangent contient une droite qui 
coupe ch et Oi et une autre droite qui ne coupe ni az ni »3; ou bien il con- 
tient deux droites dont Tune coupe 02 et l'autre coupe 03. II y a (110.) trois 
droites qui rencontrent Ui^ 02 e\ eti^ ^onc le nombre des plans de la seconde 
espece est detix, Soient 63013, C1262 les droites comprises dans ces plans, dont 
63, C12 soient coupees par a2, et les autres par a^. Les droites 62^3 ne ren- 
contrent pas 63112; donc la droite C23 commune aux plans b^a^^ b^€h est situee 
sur la surface. De m^me les plans C12029 ^13^3 ^^ couperont suivant une 
droite 6| de la surface. Designons les six plans aift^Ci^, ^163013; 02630.23, 
0261612; O361C13, 0360623 par les lettres ^i, ^i; ^2, <äi; ^39 ^3- Aux plans 
^1, ^2 correspond (dans la relation duplo-projective) un plan indetermine 
par 03, car ces deux plans se coupent suivant une droite de la surface. De 
mdme aux plans^i, ^3 correspond un plan quelconque par a2\ etc. 

Seit E un plan fixe, et mn, nl, Im trois droites traeees dans ce plan. 
Supposons la droite mn divisee projeclivement (horaographiquement) au faisceau 
üi (savoir au faisceau dont Taxe est la droite Oj), tellement qu'aux points m, 
n, Ao correspondent les trois plans |li, ^1, Äi. De meme la droite nl soit 
divisee projectivement au faisceau 02, a condition qu'aux points n, l, |U(, cor- 
respondent les plans ^29 ^7^ A^\ et la droite Im soit projective au faisceau 
03, de maniere que les points /^ m, Vo correspondent aux plans ^3, ^3, ^3; 



^) Abstraction faite de la realitd des ^l^ments. 
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et supposons de plus que les plans Äl^ Äi^ A^ soient coirespondants dans la 
relation duplo-projective (c'est - ä - dire qu'ils se coupeni en an poinl a^ de Fj), 
et que les droites /^, m.au, nriy concourent en un möme point a\i de E, 

Alors un point quelconque x du plan Ey Joint aux points l, m, u, 
donnera trois droites qui rencontreront mn, nl, Im en trois nouveaux points 
ky fiy r; ei k ces points correspondront dans les faisceaux Oj, €h^ fh trois 
plans Ai^ Ai^ A^^ dont le point commun soit x\ Quel est le Heu du point x'? 

Si % est un point quelconque d'une droite arbitraire dans Tespace, on peut 
mener par ce point un plan du faisceau a^ et un plan du faisceau €^ ; le plan cor- 
respondant du troisieme faisceau coupera la droite arbitraire en un point t'. 
Si au contralre on prend arbitrairement sur cette droite le point t' pour y faire 
passer un plan du troisieme faisceau, les couples de plans des autres faisceaux, 
qu'on peut prendre comme correspondants, marqueront sur la droite deux di- 
visious homographiques. Cbacun des deux points doubles de ces divisions 
est un point t oü passent deux plans des faisceaux Oj et Oj resp., correspon- 
dants au plan du troisieme faisceau, mene par t'. II y aura donc, sur la 
droite arbitraire, trois colncidences d'un point t avec son correspondant i\ 
savoir irois points du lieu; en d'autres termes le lieu du point x' est une 
surface du troisieme ordre. 

Cette surface passe par les droites «i, a^>« o,, axes des trois faisceaux 
duplo-projoctifs: cnr tout point de ces droites est evidemment situe dans trois 
plans correspondants. Mais ce n'en est pas encore asses. Si les points l^ u prennent 
loH ponitions /, w resp., le point y devient indetermine; or, aux points m de mn 
ot / de fil oorrespondent les plans ^t? ^^ des faisceaux a,, 02; donc le plan 
du trolniomo fiilsceau, correspondant a ces plans, reste indetermine. On con- 
Hut dMoi quo la droite r|. commune aux plans ^, , ^^ est situee entierement 
nur le lieu de «r'. Le nu^me raisonnement subsiste pour les autres droites 
^ulvnnt leM|U(^lleH les plans ^Xi^^^i^ji rencontrent les plans «^1^2 A3; ^^^^ 1^ 
lliMi de iv' Ol la surface donnee ont en commun neuf droites et un point o^, 
4,Vpil-rt-dlre quo le lieu de x colncide avec la surface F^. 

AIuhU h un point quelconque x du plan E correspond un point de 
/'V {(('M^lproquement^ un point quelconque x de cette surface determine trois 
pliitiN ir'rii .4|, xOi .1»% xa^^A^ nuxquels correspondront trois points 
^11 r mn, nf. Im; et ces points joints a l, fn, n resp. donneront trois droites 
ooiMMiunuileH au point x. 
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Considerons les trois iernes de plans correspondants 

öl) Ai Äi Äi 
Ö2J A2 A2 A2 
c^j ' A3 A3 Ai 
doDt une quelconque est determinee par les deux autres, qui restent arbitraires. 
Mais, ces iernes une fois choisies et fixees, on peui les regarder comme 
determinant trois reseaux projectifs de plans, oü a lieu la circonstance parti- 
culiere que les plans d'un meme reseau ont en commun une droite, au lieu 
d'un simple point. Autrement: si Äl' est un nouveau plan arbitraire par a^^ 
et si Ton determine les plans Ä2\ Ä^ de maniere que les groupes A^ÄiÄlÄi\ 
A2Ä2Ä2Ä2\ A3Ä3Ä3Ä3 soient projectifs, je dis que A^ est precisement le 
plan du troisieme faisceau qui correspond aux plans Äl\ Ä2 dans la relation 
duplo-projective. Dans le plan E, en effet, les droites de chacune des ternes 
{li*y m/ti, nv\ {ll!,miJi\nv'\ {lk'\mfi'\ nv'^ ) concourent en un point; et les trois 
groupes de quati-e droites /(i, >*',>*", i'"), m^fiyfi*, fi^^fi'")^ n(y,v',r'\v"') ont 
le mdme rapport anharmonique, parce qu'ils sont projectifs aux trois groupes 
de plans A; doQC les trois droites W", ^/^'''j nv^^' se couperont en un möme 
point, et par suite les plans v^i', ^2^, A3' passeront par un ra&me point de 
la surface F3, o'est^a-dire qu'ils sont trois plans correjspondants dans les 
faisceaux duplo - projectifs. 

Apres avoir transforme de la sort^ les trois faisceaux duplo -projectifs 
en trois faisceaux projectifs comme cas particulier de trois reseaux projectifs, 
nous poorrons y appliquer la metbode exposee ailleurs (45.); c'est-a-dire que 
nous peyrrons (sans alterer la surface engendree) subroger aux series prx)jectives 

Ai Ai, Jki • • • 

Jx'y Ao Ai 



12 -^2 «^2 • • 

n 
13 • • 



jAi A3 Ai 



les reseaux projectifs 



Al\ Jm.2 -^3 . • • R- • . • 
ul-i Jm.2 -4^3 > • • A • • . 

A" A" A" P" 

OÜ trois plans correspondants n'auront plus en. general qu'un seul point com- 
mun (dont le lieu est la surface proposee); mais il y aura six ternes (comme 
AiÄiÄi) de plans correspondants passant par une mdme droite*). 

*) Ce qu'on d^montre par des consid^rations employ^es ant^rieurement (113.) ou 
bien par la m^tbode suivie parM. Schröter dan» son memoire sur les 27 droites. 
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Et ici nous pouvons de nouveau faire correspondre les points de la surface 
F3, cbacun ä chacun, aux points d'un plan quelconque donne (S; car il suffit d'etablir 
une relation projective (reciproque) entre les points du plan @ el les plans de Tun 
des trois reseaux, de fa9on qu^ä un point en d corresponde un plan du reseau, 
qu'aux points d'une droite cn @ correspondent les plans d'un faisceau dans le 
reseau, et inversement. Alors, ä un point quelconque de d correspondra «n 
plan dans chaque reseau et par suite un point de F3, et inversement. 

Chapitre hiiitl^me. 

Representation d'une surface du troisieme ordre sur un plan. 

119. On a demontre (118.) que toute surface (generale) du troisieme 
ordre F3 peut ötre representee sur un plan donne E^ de maniere que les points 
cp de £ et les points x' de F3 se correspondent, un a un. D'oü il resulte 
qu'on peut etudier sur le plan la geometrie des lignes tracees sur 
la surface du troisieme ordre. 

Dans cette representation , aux 27 droites de F3 correspondent en E, 
V. six points i234&6^ que nous avons nommes fondamentaux ; 2^. les six 
coniques qu'on peut decrire par cinq des points fondamentaux ; 3"". les quinse 
droites qui joignent, par couples, les points fondamentaux. Les droites a qui 
correspondent aux six points, et les droites b qui correspondent aux six co- 
niques, forment les deux six d'un double -six (115). 

Proposons-nous maintenant de resoudre, au moins dans les cas les 
plus interessants, ces deux questions, l"" trouver la nature de la courbe plane 
qui correspond ä une courbe donnee sur F3; 2°. trouver quelle courbe sur F3 
correspoud ä une courbe plane donnee. 

1 20. A un plan quelconque (£' correspond une surface ^3 du troisieme 
ordre (113.) qui passe par la courbe K*; donc a Tintersection de F3 par 6' 
correspondra Tinterseclion de E par ^3; c'est-ä-dire qu'a une cubique 
plane tracee sur F3 correspond, en E, une cubique passantpar les 
six points fondamentaux; et inversement, a une cubique quelconque decrite 
par ces six points correspondra une section plane de F3. Deux cubiques 
decrites en E par les six points fondamentaux se coupent en trois nouveaux 
points, qui correspondront aux intersections de F3 avec une droite quelconqde 
(commune ä deux plans @). 

Si 6 est tangent a F3 au point x\ la cubique correspond ante en E 
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aura nn point double au point oorrespondant x. Si x appartient a la drohe 
Gry X devient le point fondamental r qui correspond a cette droite; or, dans 
ce cas, le plan (S contient la droite a et coupe F^ suivant une conique; donc 
une cubique decrite par les points fondamentaux et ayant Tun d'eux 
pour point double, correspond ä une conique commune a F3 et ä 
un plan bitangent, passant par une droite a, Toutes les cubiques ana- 
logues qui ont le noeud au mdme point fondamental r forment un faisceau; 
Tiavolution des couples des tangentes au noeud correspond ä Tinvolution des 
couples des points oü la droite a^ est rencontree par les coniques des plans 
bitangents; et les rayons doubles de la premiere Involution correspondront aux 
points doubles de la deuxieme, c'est-ä-dire que les deux cubiques du fais- 
ceau, pour lesquelles le point double r est un point de rebrousse- 
ment, correspondent aux deux coniques de F3 tangentes ala droite a^. 
De memo, on trouve aisement qu'a la conique contenue dans un 
plan bitangent, qui passe par la droite c^s, correspond une conique 
passant par quatre points fondamentaux, excepte r^ s; cette conique 
et la droite rs forment la cubique correspondante ä la section complete du 
plan bitangent. Et ä la conique contenue dans an plan bitangent, qui 
passe par la droite b^^ correspond une droite passant par le point 
r; cette droite et la conique qui passe par les autres cinq points fondamentaux 
forment la cubique qui correspond a la section complete du plan bitangent. 

121. A la courbe gauche C3,, suivant laquelle F^ est coupee 
par une surface d'ordre n, correspond une courbe plane qui pas- 
sera n fois par chaque poini fondamental, a cause des n points oü la 
surface d'ordre n est rencontree par öhacune des droites a. Cette courbe 
plane est rencontree par une cubique quelconque decrite par les six points 
123466 y en ces points qui sont equivalants a 61» intersections , et en Sn 
autres points correspondants a cenx dans lesquels C3« est rencontree par un 
plan. Donc la courbe plane correspondante ä C3» est de Tordre 3n 
et du genre i(3»'-3»+2)... *). 

122. Seit n = 2. Dans ce cas une surface quadrique coupe F3 sui- 



*) Si une courbe plane d'ordre it a d points doubles (y compris les rebroussements)^ 

/•^ J N /-^ 0"\ 

on dit qu'elle est du genre — ~ — d (d'aprfes M. Clebsch). Le genre d'une 

courbe gauche (qui est donn^ par la m^me formule, oü d comprenne aussi les points 
doubles apparents) situ^e sur F, est le m^me que celui de la courbe plane correspon- 
dante. [Voir la Ttoria geometrica deUe superßde, 54 et öö.J 

11* 
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vant une conrbe gauche C64 du sixieme ordre et du quatrieme 
genre, qui rencontre deux fois chacune des 27 droites; et a laquelle cor— 
respond, en E, une courbe plane du meme ordre qui passe deux fois par 
chacun des points 12^8466. Cetle courbe peut avoir quatre autres points 
doubles, doncunß surface quadrique peut toucher F3 en quatre points, 
au plus, Sans que la courbe d'intersection se decompose en courbes 
inferieures. 

123. Si la surface quadrique passe par une droite de F3, par ex. 
6j , la courbe gauche Cc,4 se decomposera en deux parties, dont la deuxieme 
sera une courbe gauche C52 du cinquieme ordre et du deuxieme 
genre. Des que bi correspond a la conique 23456 ^ a la courbe C57 cor- 
respondra une courbe plan« i^ 23456 (c'est-ä-dire, passant deux fois par / 
el une fois par 2 3,,. 6) du qulitrieme ordre. Gelte courbe plane rencontre 
(au dehors des points fondatnenlaux) la conique 23456 en trois points, las 
autres coniques 13456^ . . . en deux points , les droites 12, . . . , 16 en uh: 
point et les autres droites 23^ . . . , oß en deux points ; donc la courbe gaucbe 
Cs^j rencontre trois fois la droite fri, deux fois les droites «i, 629 63, . . fee^ 
^239 ^249 • • • ^56? ^^ wn^ seule fois les droites »2? • • • <h^ <^i2^ • • • c,o. 

Si la surface quadrique, au lieu de passer par 6|, passe par une 
droite c^ ou par une droite «i, on obtient une courbe plane 123^4^5^6^ du 
cinquieme ordre ou une courbe plane i^ 2^ 3^ 4^ 5^6^ du sixieme ordre, qui 
correspondent toujours a une courbe gauche analogue ä C52. 

Chaque droite de F3 determine (sur cette surface) un systeilie 
de courbes analogues a C^y^ toutes les courbes d'un Systeme rencontrent' 
trois fois la möme droite. Chaque courbe d'un Systeme donne est d6- 
lerminee par six points, car la courbe plane i'23456 peut passer par 
Hix points arbilralres. Deux courbes d'un möme Systeme se coupenl 
«n sopt points; deux courbes de systemes differents correspondants a deux 
droites qui ne se rencontrent pas (qui se rencontrent) ont huit. (neuf) points 

rommutiH. 

124. Si la surface quadrique passe par deux droites non situees dans 
\m mi^mo plan, comme 6,, Ih^ eile coupera de nouveau F3 suivant une 
courho (fauche (\^^ du quatrieme ordre et du genre 0, qui n'est pas 
rinliTHnctJon de doux surfaccs du second ordre. En effet, la quadrique donnee 
11 (tiMjx Hy^l/miofi de g^'nc'^ratrices rectllignes: dont Tun est forme par des 
droili)^ qui rencontrent bi et 629 et l'aulre par des droites qui ne rencontrent 
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ni 61 ni 62- Or, chaque generatrice du premier Systeme rencontrera F, en 
deux points silues sur 61, 62? ©t par suite C40 en un seul point, cpii est la 
troisieme interseclion avec la surface. Au contraire, toute generatrice de 
Tautre Systeme rencontrera F3 (au dehors de fe^, 62) ^t par suite C^^^ en trois 
points. Donc, il n'y a pas une autre quadrique passant par C»,«, parce que 
la courbe commune a deux surfaces du second ordre coupe en deux points 
toute generatrice rectiligne de chaque surface quadrique passant par la courbe 
elle-möme*). 

A la courbe gauche d^o correspond, en E^ une conique passant par 
les points 12, qui, avec les coniques correspondantes aux droites b^^ 62 , forme 
une courbe P2'^3^4'^o^6^ du sixieme ordre. On deduit des interseclions de 
la conique i2 avec les lignes correspondantes aux droites de F3, que la courbe 
C40 coupe 61, 62 ön trois points, les dix droites 63, 64, ... fef,, e34, C35, ... 
C56 en deux points, et les dix droites «i, »2, Cn, 0,4, ... c^r, en un seul point. 
Les cinq droites restantes 03, ... 0^9 ^n ne sont pas rencontrees par Ck,. 
De ce qu'il passe une (seule) conique par les points 12 et par trois autres 
points quelconques du plan \E^ il suit que par trois points donnes de F^ 
on peut decrire sur cette surface une (seule) courbe gauche de 
quatrieme ordre et genre 0, qui doive 6tre rencontree trois fois 
par deux droites donnees (non situees dans un m^me plan) de la 
surface cubique**). 

Si Ton fait passer la surface quadrique par bi et C23, ou par C|2 et c,,, 
ou par Ol et fri, ou par äi et 023, ou par ai et 02, on obtient dans le plan B 
une courbe P466 du troisieme ordre, ou une courbe 234^5^G^ iu quatrieme 
ordre, ou une courbe P23456 du quatrieme ordre, ou une courbe P234^S^ß^ 
du cinquieme' ordre, ou wie courbe 1^2^3'^4^o'^S^ du sixieme ordre, auxquelles 
correspondra toujours, sur F^^ une courbe analogue a d,!,. 

125. Si la surface quadrique coupe F3 suivant une conique situee 
par ex. dans un plan passant par ai, les deux surfaces auront, de plus, en 
commun une courbe gauche C^^i du quatrieme ordre et du premier 
genre, qui sera rencontree en deux points par toute droite situee dans la 



*) Les th^or^mes ^npne^s par Steiner, St propos de cette courbe gauche, ont 
^t^ d^jä d^montr^s g^om^triqueroent, (ivec plusieurs autres, dans un Mdmoire ins^r^ aux 
Annah di Matematica, t. IV, p. 71. 

**) Deux coniques passant par iy 2 se coupent en deux autres points; donc, 
deux courbes du quatrifeme ordre et genre 0, trac^es sur F3, qui rencontrent trois fois 
les m^mes droitcis (&i;&t); ^^ coupent en deux points. 
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quadrique; car cette droite, ayanfc un point commuD avec la conique, coupe 
la surface cubique en deux autres points. Tout plan mene par la droite Oi 
coupe F3 suivant une conique qui a quatre points communs avec C^^i, d'oü il 
suit que par cette conique et par C41 on peut faire passer une surface du 
second ordre. Donc, la courbe C^i est la base d'un faisceau de quadriques. 

A Ct^i correspond, en E, une courbe 23456 du troisieme ordre (car 
la conique a pour courbe correspondante une cubique i^ 23456). Donc, la 
courbe gauche C+^i ne renconlre pas «i; eile rencontrera en deux points les dix 
droites 629 • • • ^e? ^129 • • • ^le? ^t ^^ ^^ s^ul point les seize restantes. 

Les dix droites coupees deux fois par la courbe gauche sont rencon- 
trees aussi par la droite unique qui ne rencontre pas la courbe. Donc, F3 
contient 27 systemes de courbes C^^i, les courbes d'un mdme Systeme 
n'etant pas rencontrees par une möme droite. Quatre points determinent 
une courbe d'un Systeme donne. Deux courbes d'un mSme Sy- 
steme ont quatre points communs; deux courbes de systemes dif- 
ferents se coupent en cinq points. 

Si Ton change la droite üi^ on peut obtenir d 'autres courbes planes 
d'ordre superieur (mais toujours du genre 1) comme correspondantes a des 
courbes gauches analogues a C^^^. 

126. La courbe d'intersection de F3 avec une surface quadrique peut 
se decomposer en deux cubiques gauches C3 0, dont si Tune correspond a une 
droite quelconque (113.) en jB, Taulre correspondra ä une courbe 1^2^ 3'^ 4^ 5^^ 
du cinquieme ordre. L'analyse de ces courbes planes fait voir tout de suite 
qu'une cubique gauche (decritesur F3) rencontre deux fois six 
droites, ne rencontre pas six autres droites et coupe en un point 
les dix restantes. Les deux groupes de six droites sont les six conjugues 
d'un mdme double-six, de maniere que chaque double-six determine 
deux systemes conjugues de cubiques gauches, dans lesquels chaque 
courbe rencontre deux fois les droites d'un six, et ne rencontre pas les droites 
de Tautre six. Deux cubiques gauches, resultantes d'une memo 
surface quadrique, appartiennent toujours a deux systemes con- 
jugues (et reciproquement), et se rencontrent en cinq points. Deux 
cubiques gauches d'un mdme Systeme ont un seul point commun. 

127. Considerons maintenant les courbes resultantes de l'intersection 
de Fi avec une autre surface Fj' du memo ordre. Generalement, cette inter- 
section sera une courbe gauche du neuvieme ordre qui rencontrera 
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trois fois chacune des 27 droites: la courbe plane correspondante est du 

m^me ordre et passe trois fois par chaque point fondamental; d'oü il suit que 

8 7 
cette courbe, ainsi que la courbe gauche, est du genre -^ 3.6 = 10. 

La courbe plane peut avoir dix autres points doubles au plus; donc, deux 
surfaces cubiques peuvent se toucher au plus en dix points, sans 
que leur courbe dMntersection se partage en courbes inferieures. 

Trois cubiques gauches formenl finlersection de F^ avec une surface 
cubique, lorsque leurs courbes planes correspondantes forment ensemble une 
ligne 1^2^ 3^ 4^ 5^ 6^ du neuvieme ordre; telles sont par ex. les cubiques 
gauches correspondantes a une droite quelconque et a deux courbes T2^3^4o6^ 
1234^ä^6^ du quatrieme ordre. 

Sous la meme condition, deux courbes gauches du quatrieme ordre 
avec une droite peuvent former la courbe commune ä F^ et F^^, Si les deux 
courbes gauches sont du genre *), elles se coupent en huil points, et ren- 
contrent la droite, chacune deux fois. Si les deux courbes gauches sont du 
premier genre **), elles appartiennent a deux systemes correspondants ä deux 
droites situees dans un m^me plan: la troisieme droite de ce plan etant celle 
qui complete Tintersection des deux 3urfaces cubiques. Les deux courbes 
gauches se coupent en six points, et chacune d'elles rencontre deux fois la 
droite complementaire. Enfin, si des deux courbes gauches Tune est du genre 
et l'autre du genre 1 ***) , elles se coupent en sept points ; et la droite 
complementaire rencontre la premiere courbe en trois points et Tautre en un 
seul point. 

Sous la möme condition, Tii^tersection de F^ et F^ peut resulter d'une 
courbe du quatrieme ordre, d'une cubique gauche et d'une conique (ou de 
deux droites, möme non situees dans un plan); mais nous n'avons pas Tinten- 
tion de nous arreter sur tous les cas possibles. 

Supposons que F^ et F^ aient en commun la courbe gauche C52 (123.) 
qui correspond a une courbe plane T 23466 du quatrieme ordre; les deux 
surfaces se couperont, en outre, suivant une courbe gauche du quatrieme 



*) Par ex. celles qui correspoDdent ä la cubique 1406^ et ä la courbe i*2*5^4iy 
du quatrieme ordre; la droite ^tant 6,. 

"**) Par ex. celles qui correspondent ä une cubique i234ö et ä une courbe 
i^254ö6^ du quatrieme ordre; la droite complementaire est 6^. 

***) Par ex. celles qui correspondent £ deux courbes 234*0*6*, i*25*4öS du 
quatrieme ordre; la droite complementaire est c,,. 
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ordre 9 dont la ligne plane oorrespondante sera une courbe 12'^3^4?S^G^ di 
cinquieme ordre; donc la deuxieme courbe gauche est du premier genre. Ainsi. 
deux courbes gauches Cs^2 ot ^4^1 peuvent former rintersection de 
F3 avec une autre surface cubique pourvu que les Systemen 
(123., 125.) auxquels elles appartiennent correspouilent a anc 
mdme droite; savoir, a condition que la premiere courbe coupe en troh 
points la droite qui n'est pas rencontree par Tautre courbe. Les deux courbes 
gauches ont huit points communs. Mais une courbe C52 et une courbe 
Ci,u n^ peuvent pas Stre situees a la fois sur deux surfaces du 
troisieme ordre. 

Comme cas particulier du precedent, Tintersection des surfaces F3, 1^ 
peut se composer d'une courbe Cg^j? d'une cubique gauche et d'une droite 
rencontree deux fois par chacune das courbes gauches. Celles-ci ont six points 
communs. 

128. Mais il y a Heu de considerer d*autres courbes gauches du cin- 
quieme ordre, differentes de Cs;i. En effet, si F^^ passe par une droite et 
par une cubique gauche, situees dans F3, Tintersection sera completee par 
une courbe gauche du cinquieme ordre, qui est (127.) du second genre ea 
cas que la droite et la cubique gauche aient deux points communs. MaiS) si 
la droite coupe une seule fois ou ne coupe pas la cubique gauche, on a des 
courbes gauches d'un genre inferieur. 

Le premier cas a lieu par ex. si la courbe plane du sixieme ordre 
correspondante a la complete intersection de F3 et F^ est composee de la 
conique 23456 (qui correspond a la droite 6|), d'une courbe de quatriene 
ordre f^2^3'^466 (qui correspond a une cubique gauche appüyee a bi en un 
point) et d'une cubique 1456; a celle-ci correspondra donc une courbe 
gauche C^^i du cinquieme ordre et du premier genre, qui coupe la 
cubique gauche en neuf points et la droite en trois points. On obtient cefte 
m6me courbe C51, lorsque les deux surfaces cubiques ont en commun une 
courbe C4,o; l^s deux courbes gauches ont alors dix points communs, t et la 
premiere courbe rencontre «n 0, 1, 2, 3 points les mömes droites que Tantre 
coupe en 3, 2, 1, points resp. 

On aura le dernier cas si par ex. la courbe plane du sixieme ordre 
se decompose dans les trois lignes suivantes: la conique 23456^ qui cor- 
respond ä la droite 6^; une courbe 1^2'3^4^6^6^ du cinquieme ordre, qni 
correspond a une cubique gauche u'ayant aucun point commun avec la droite 
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6|; et une conique passant par le point i, a laqueile correspondra par suiie 
une courbe gauche C50 du cinquieme ordre et du genre Q. Gelte 
courbe coupe la cubique gaucbe en buit points, la droite bi en quatre points^ 
les droites 629 • • • ? ^6 ^n trois points, les droites 023, . . . , Cse en deux poinls, 
les droites ai, Ci^-, • . . ? ^le ^n un seul point, et les autres droites 02^ ... 9 (h 
en aucun point. 

De ces trois courbes gauches 05^2^ C^^i^ C50 du cinquieme ordre ce n'est 
que la preniiere qui est situee sur une surface quadrique. Elle a quatre points 
doubles apparents (c'est-a-dire que par un point arbitraire de Tespace on 
peut mener quatre droites a rencontrer la courbe deux fois), au lieu que la 
deuxieme en a cinq et la troisieme six. La troisieme, la plus simple de toutes, 
est la seule qui admette une droite qui la coupe en quatre points. 

129. Gelte metbode d'etudier sur le plan E les proprietes des courbes 
tracees sur F, est si evidente et si facile, que nous nous bornerons desormais 
a enoncer des resultats. Ainsi, pour obtenir les courbes gauches du sixieme 
ordre qui fönt parlie de Tintersection de deux surfaces cubiques, il faudra 
considerer les cas suivants: 

1^ Les surfaces F3, F^ ont en commun une section plane; Tautre 
partie de Tintersection est alors une courbe gauche Cq^« du sixieme 
ordre et du quatrieme genre, qui resulte aussi de la rencontre de F3 
avec une surface quadrique (122.); 

2''. Les surfaces F3, ^3^ ont en commun une cubique gauche; elles se 
couperont aussi suivant une courbe gauche C^^^ du sixieme ordre et 
du troisieme genre, qui a buit points communs avec la cubique gauche et 
coupe en 1, 2, 3 points les mömes droites que la cubique rencontre en 2, 1, 
points resp. D'oü il suit que Co,3 , de mdme que la cubique, correspond a un 
certain double -six. 

S"". Les surfaces F3, F^* passent a la fois par une droite et une conique 
qui n'ont aucun point commun. L'intersection est alors completee par une 
courbe gauche Co,2 du sixieme ordre et du second genre, qui coupe 
la conique en six points et la droite donnee en quatre points: Parmi les autres 
droites il y a 8, 9, 8, 1 qui sont rencontrees en 3, 2, 1, points resp. 

4°. Les surfaces Fj, F^ ont en commun trois droites qui ne se coupent 
pas; elles se rencontreront en outre suivant une courbe gauche Cß,! du 
sixieme ordre et du premier genre, qui coupe chacune des trois droites 
donnees en quatre points, etc. 
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De ces qualre courbes gaucbes du sixieme ordre, la premiere seule est 
situee sar une surface quadrique. EUes ont respeciivemeni six. sept, buit, 
neuf poiots doubles appareots. 

La courbe Cq^^ est celle que nous avons renconlree ailleurs (25, 78, 107) 
comme Iieu des sommets des cones quadriques d'un reseau. La courbe plane 
correspondante peut 6lre une courbe generale du quatrieme ordre (passant par 
les six points fondamentaux) ; d'oü il resulte que, comme par ex. cette courbe 
plane 9 28 tangentes doubles ei 24 tangentes slationnaires , de möme parmi 
les cubiques gaucbes qui coupent en deux points les droites de F3 que 0^,3 
rencontre trois fois, il y en a 28 qui touchent C^^ en deux points, et 24 qui 
ont avec cette courbe un contact du second ordre. 

De mdme que pour les cubiques gaucbes, cbaque double-six de— 
termine deux systemes conjugues de courbes du sixieme ordre 
et troisieme genre. Deux courbes appartenant ä deux systemes conjugues 
ont vingt points communs et forment la complete intersection de F^ avec une 
surface du quatrieme ordre. 

130. II y a aussi une courbe gaucbe du sixieme ordre ei du 
genre 0, mais eile n'esi pas situee a la fois sur deux surfaces cubiques. On 
obtient cette courbe, en faisant passer une surface du quatrieme ordre par trois 
dröites, comme 61, 62, 63, qui ne se coupent pas, et par une cubique gauche 
(correspondante a une courbe T2^3^456 du quatrieme ordre) qui rencontre 
cbacune de ces droites en un point. La courbe gaucbe resultante C^^ cor- 
respond a une conique qui ne passe par aucun des points fondamentaux, et 
coupe la cubique gaucbe en huit points. Des 27 droites de F3, il y en a 
6, 6, 15 rencontrees par Cg^o en 4, 0, 2 points resp. Cette courbe Ce^u a dix 
points doubles apparents. 

131. De Tintersection des deux surfaces cubiques F3, F^ il ne peut 
resuUer plus que deux courbes gaucbes du septieme ordre C^^^ et Cy^«, 
et une seule courbe gaucbe du buitieme ordre Cg,?; on obtient ces 
courbes en faisant passer F3' par une conique, ou par deux droites qui nese 
coupent pas, ou par une droite (de F3) resp. 

II y a sur F3, 27 systemes de courbes analogues a Cg,;, cbaque Systeme 
correspondant ä une droite de F3. Si le Systeme est donne, la courbe est 
determinee par quatorze points. Deux courbes d'un mdme Systeme ont vingt 
points communs. 

L'intersection de F3 avec des surfaces d'ordres superieurs donne d'autres 
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courbes du 7*, 8% 9% ... ordre. Par ex. , si par deux droites qui ne se 
coapent pas et par une cubique gauche qui ne rencontre aucune de ces droites, 
on fait passer une surface du quatrieme ordre, on a une courbe gauche 
Cj^i du septieme ordre et du premier genre, qui coupe la cubique en 
onze points et chacune des droites donnees en cinq points. Si par trois 
droites qui ne se coupent pas et par une courbe C40 qui rencontre deux de 
ces droites en un point et ne rencontre pas la troisieme, on fait passer une 
surface du cinquieme ordre, Tintersection sera completee par une courbe 
gauche Cg^i du huitieme ordre et du premier genre, qui coupe C40 en 
seize points, les deux premieres droites en cinq points et la troisieme en six. 
Enfin, on obtient une courbe gauche du neuvieme ordre et du premier 
genre, lorsque Tintersection de F3 par une surface du sixieme ordre se de- 
compose en deux courbes du m6me ordre; etc. etc. 

132. On vient de voir qu'ä une mdme courbe sur F3, dont Tordre 
et le genre soient donnes, correspondent en E des courbes planes d'ordres 
differents, mais toujours d'un m6me genre *). En nous bornant ä considerer, 
pour chaque genre, la courbe plane de Tordre le plus petit possible, nous 
pourrons donner le resume suivant: 

V. A une droite en E correspond, en Fa, une conique ou 
une cubique gauche, suivant qne la droite passe ou ne passe pas 
par un des points fondamentaux. 

2''. A une conique en E correspond, en F3, une courbe 
gauche C^^o^ ou Cs^,,, ou Cq^o, suivant que la conique passe par 2,1,0 
points fondamentaux. 

3°. A une cubique (generale) en E correspond, en F3, une 
cubique plane Cj^^, ou une courbe gauche d^i, ou Cs,», ou Ce,!, ou 
C?^!, ou Cg^i, ou C),i, suivant que la cubique donnee passe par 6, 5, 
4, 3, 2, 1, points fondamentaux. 

Etc. etc. 

133. Soit en general donnee, dans le plan E, une courbe d'ordre n, 
qui passe «i, «2^ • ., «e fois par les points i, 2^ , , ., 6 resp. et qui est dou^e 
de d points doubles et Ar points de rebroussement, situes ailleurs. LWdre de 
la courbe gauche correspondante en F3 sera evidemment 3« — -2"«, et son 
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^^hi «tvo^ Jo 1a courbe plane, savoir 

i^ji-l)(ii-2)~i-2'a(a-l)-(rf+*). 

^^ .^MiW }{:«uohe d'ordre 3«— ^a, douee de d points doubles, k re- 
\^^,^sj^\ v't A points doubles apparents, est du genre donne par ]a formule 

y\K\^m\nm\\U de cette maniere, Tordre de la courbe gauche (designons-le par m) et 
\s^n Moinbres des points doubles effectifs et apparents, on peut, d'apres les for- 
^lult)»' dues a M. Cayley, caiculer les autres caracteristiques de la courbe; savoir 
Tordre de la developpable osculatrice 

la classe de cette developpable 

v = 3m(w~2)-6(A + rf)-8* = 3(ii--:S'a-;-;6rf+8Ä;, 
le nombre des plans osculateurs stalionnaires 

a = &+2(v~iw) = 6i8(/i-l)-2-ra(3«-l)-3:4rf+5Ä), 
la classe de la developpable bitangente 

= iii(ii'-l j>+6)+4-ra'(-Sa+l)- i[2rf+3Ä+-2'a(a+l)][2«'+6/i-9^^ 

+ ^2a{2d + Sk+:Sa-'7) + d, 
le nombre des plans qui touchent la courbe en trois points 

l = i[{(}-2)y-(f{3y + m) + ßy + iO{o + m)], etc. etc. 

Reciproquement, ces nombres expriment aussi des proprietes de la 
courbe plane donnee; c'est-a-dire que dans le Systeme des cubiques passant 
par les six points l2S4o6^ il y en a a qui ont un contact du troisieme ordre 
flvec la courbe donnee, et t qui touchent cette courbe en trois points distinets; 
que duns un resoau de ces cubiques, il y en a v qui ont un contact du second 
ordre uvoc la courbe donnee, et y qui la touchent en deux points distinets; 
ijt que dann un faisceau de ces mömes cubiques, il y en a (» qui sont tan- 
^mUi$ i\ la courbe donnöe. 

Obnervons on outre que la courbe plane donnee passe a^ fois par le 
poJnl fondiimenlHl r, coupe en 2fi — (-5"« — «J points (differents des points fond.) 
Im r.oniqui) qui priKKo par Ioh points fond. oxcepte r, et coupe en »— (ar+«,) points 
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(differents des points fond.) la droite nf; donc la courbe gaucbe correspondante 
rencontrera la droile a^ en a^ points, la droite br en 2n + a^ — ^a points et 
la droile c,s en n — (a,+ a,) points. 

134. QuMl nous soit permis de faire mention speciale du cas dans 
lequel tous les a sont nuls, c'est-a-dire que la courbe plane ne passe par 
aucuu des points fondamentaux. Alors, la courbe gaucbe qui est de 
Tordre Sn, correspond ä un certain double-six, dont eile coupe 
2n fois les droites d'un six, et ne rencontre pas les droites de 
Tautre six; tandis que chacune des autres quinze droites est 
rencontree par la courbe gaucbe en n points. Cbaque double-six 
determine donc deux systemes conjugues de courbes gaucbes 
analogues; si le Systeme est donne, il y a une (seule) courbe qui passe 

par ^7" ^ points donnes arbitrairement ; et deux courbes d'un mdme Systeme 

ont n^ points communs. 

La courbe gaucbe d'ordre 3»^ correspondante a la courbe plane d'ordre 
n qui ne passe par aucun point fond. et la courbe gaucbe du möme ordre, cor- 
respondante ä la courbe plane dWdre 5n qui passe 2n fois par cbaque point fond., 
forment ensemble Tinterseclion complete de F3 avec une surface d'ordre 2n, 
et appartiennent ä deux systemes conjugues (relatifs au mSme double -six). 
Ces deux courbes gaucbes ont 5n^ points communs. Si elles n'ont pas de 
points doubles (c'est-ä-dire, si les courbes planes correspondantes n'en ont 
pas au debors des points fond.), ou bien si elles en ont le m^me nombre, toutes 
les caracteristiques seront communes aux deux courbes gaucbes. Ces caracle- 
ristiques sont (en supposant qu'il n'y ait pas de points doubles): 

ordre Sn^ 

genre i{n-'i){n — 2)^ 

nombre des points doubles apparents w(4«--3), 

ordre de la developpable osculatrice «(«+3), 

classe de celte developpable 3«^, 

nombre des plans osculateurs stationnaires 6n{n—i)^ 

classe de la developpable bitangente \n(n'^—i){n+6)^ 

nombre des plans tritangents ^w(»— l)(«*+10w^+7w'— 74«+48), 

etc. 
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Chapltre neuTleme« 

Surfaces quadriques qui coupent une surface du troisieme ordre 

suivant des coniques. 

135. Deux coniques situees dans une surface donn^e F^ du 
troisieme ordre et dans deux plans passant par deux droites (de 
la surface), qui, comme ai, 62, se coupent, ont toujours deuxpoints 
CO mm uns: puisque la droite commune aux deux plans rencontre chaque co- 
nique en deux points, et d'ailleurs cette droite ne rencontre F3 qu'en deux 
points, outre le point ai^s; ces deux points sont donc communs aux deux co* 
niques. Et reciproquement, si deux coniques (de la surface) ont deux points 
communs, la droite qui Joint ces points, etant Tintersection des plans des 
coniques, coupera la surface en un troisieme point qui sera commun aux deux 
droites de la surface, situees dans ces plans. 

Au contraire, deux coniques (de la surface) situees dans deux plans 
passant par deux droites qui, comme aj, 03, ne se coupent pas, ont un seul 
point commun, ainsi qu'on a dejä remarque (118.). Et deux coniques situees 
dans deux plans passant par une mäme droite ai, n^ont aucun point commun, 
car elles coupent Oi suivant deux couples de points conjugues d'une certaine 
Involution (109.). 

Par consequent, une droite de la surface, comme «i, rencontre en 
deux points toute conique situee dans un plan passant par ai, et en un seul 
point toute conique situee dans un plan passant par une droite qui ne coupe 
pas ai; mais la mäme droite Oi ne rencontre pas les coniques dont les plans 
passent par des droites appuyees sur ai. 

136. Deux coniques (de F3) situees dans deux plans passant par Oi^ 
62, resp., ayant deux points. communs, forment la base d'un faisceau de sur- 
faces quadriques, dont cbacune coupera F^ suivant une troisieme conique situee 
dans un plan passant par la droite Cj2 qui rencontre «i et 62 *). Cette troisieme 
conique peut Stre choisie arbitrairement; car, la base du faisceau contenant 
quatre points de toute conique situee dans un plan passant par c^, un autre 
point quelconque de celle-ci suffit pour determiner la quadrique (du faisceau) 



*) Les plans des trois coniques forment une surface cubique qui coupe F, suivant 
trois coniques et trois droites; les trois coniques ^tant dans une surface quadrique, 
les trois droites seront dans un plan (11. note). 
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qui passe par cette couique. II y a douc une (seule) surface quadrique 
qui passe par trois coniques situees dans trois plans menes arbi- 
trairement par Oi^ 629 o^ resp. Reciproquement^ si une surface quadrique 
rencontre Fj suivant trois coniques, les plans de celles * ci couperont de nouveau 
Fy suivant trois droites situees dans un möme plan (11. note). D'oü il resulte 
que trois couples quelconques de points conjugues des involutions, qui sont 
marquees sur ai, 629 ^12 resp. par les coniques de la surface (109.), appar- 
tiennent ä une nidme courbe du second ordre (qui n'est pas situee sur F3). 

137. Soient A, B deux plans bitangents de F3, menes Tun par Oi 
et Tautre par 62; par les deux coniques (j4), {B)^ contenues dans ces plans, 
on pourra faire passer deux cones quadriques, dont les sommets seront sur la 
droite reciproque de Tintersection AB, par rapport ä une surface quelconque 
du second ordre passant par {A) et {B). Nous pouvons fixer arbitrairement 
un plan C passant par Ci^; et la surface quadrique (ABC) passant par les co- 
niques (A)^ (£), (C) suffira pour determiner la droite qui Joint les sommets 
des deux cones. 

Si Ton fait tourner le plan B autour de 62, la quadrique {ABC) en- 
gendrera un faisceau (^C), et la droite ^£ produira, dans le plan ^ et autour 
du point 0163, un autre faisceau projectif au precedent. Les droites de ce 
faisceau sont coupees parla droite AC en des points dont les plans polaires, 
par rapport aux surfaces correspondantes du faisceau (4C), passent par une 
möme droite (la reciproque de AC par rapport aux quadriques {AC))\ et sem- 
blablement les plans polaires du point 0162, par rapport aux quadriques (AC) 
passent par une m6me droite. Donc les plans polaires des points Oibi et ABC, 
par rapport a la surface (ABC)^ si B est variable, engendreront deux faisceaux 
projectifs, et par suite le lieu de la droite reciproque de AB est un 
hyperboloide J^, dont les generatric^es de Tautre Systeme sont 
evidemment les droites reciproques de AC par rapport a la qua- 
drique (ABC)^ ou le plan C seit variable autour de Ci2. Les droites 
AB, AC se coupent au point ABC; leurs reciproques seront par suite dans 
le plan polaire de ce point par rapport ä la surface (ABC). L' hyper- 
boloide J^ est donc Tenveloppe du plan polaire du point ABC 
par rapport ä la quadrique {ABC)^ ou A est fixe, £ et C variables. 

Un point quelconque de Tespace est Tintersection de trois plans A, B, C, 
qui donnent une quadrique (ABC)'^ et reciproquement, toute surface (ABC) 
determine un point de Tespace. L'hyperbolo'ide J^est Tenveloppe des 
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plans polaires des points do plan A par rapport aox sorfaces 
{ABC) qui correspondent a ces points. 

Des qne les droites reciproqnes de AB, AC sont sitnees dans le plan 
polaire da point ABC par rapport ä la qnadriqne (ABC)^ le point commnn a 
ces reciproqnes est le pole du plan A par rapport a la mönie snrface; Thyper-^ 
bololde J^ est donc le lien des poles dn plan fixe A par rapport 
aux quadriques (ABC). 

Les surfaces (ABC) passent par la conique fixe (^), donc les plana 
polaires du point 0^62 se coupent snivant la droite polaire de ce point par 
rapport a la conique (A). D^oü il resulte que Thyperbololde J^ rencontre le 
plan A suivant la droite polaire du point Oibi par rapport a la conique {A\ 
et analoguement suivant la droite polaire du point Oi 0^2 par rapport ä la 
möme conique. 

138. Designons par le point 62 c^; une droite quelconque 0/ est 
Tintersection de deux plans B^ C. Soient l^ m, n les points conjugües har- 
raoniques de par rapport aux couples de points d'intersection des coniques [B)^ 
(Cj avec les droil^es ol^ 629 ^12; los droites Im, In seront alors les polaires da 
point par rapport a ces coniques, et par suite Imn sera le plan polaire de 
par rapport aux quadriques du faisceau {BC). En outre, si Ton mene paro 
dans le plan B une droite quelconque, qui coupera la conique {B) et par suite 
la surface F^ en deux points, le point conjugue harmonique de 0, par rapport 
ä ces intersections, tombera sur Im; donc Im et de m^me In appartiennent a 
la quadrique 0, premiere polaire de par rapport a F3 ; en d'autres termes, 
le plan Imn est tangent en / ä cette quadrique polaire. D'ou il resalte qne 
les plans polaires du point par rapport a toutes les quadriques 
(ABC)^ quels que soient A, B, C, enveloppent la quadrique po- 
laire de 0. 

On se souvient que Thyperboloide J^ est Tenveloppe du plan polaire 
du point ABC par rapport aux quadriques [ABC)^ A etant fixe; or, si leplan 
A vient coincider avec le plan tritangent a^ b^ c^ (dans lequel cas, la quadrique 
{ABC) se reduit aux deux plans B, C), tous les points ABC tombent sur o; 
donc, Thyperboloide /^, correspondant au plan ^£^0162^12^ n'est 
autre que la quadrique polaire de 0. 

139. Si le plan Imn est mobile autour d'un point fixe t de Tespace, 
son enveloppe sera un cone circonscrit a la quadrique 0; le point / decrira 
la conique de contact, et par suite le lieu de la droite ol sera un cone qua- 
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drique, qui passera toujours par les droites 62^ c,o; car, ces droites etant 
situees snr 0/les pians 162, 1C12 louchent ceite surface^ quei que soit i^ en des 
points apparienant aux m^mes droites 629 ^i?* 

Seil p le poinl ABC oü I« droile ol rencontre nn plan fixe A (passant 
par a,). Si ol tourne autour de. 0, le plan polaire de p par rapport a la 
quadriqae (ABC) enveloppe Thyperbololde J^. Or, comnie les plans langenls 
de correspondent projeclivement aux droites par (au plan qui touche 
en / correspond la droite ol et inversemenl)^ de meme aux plans tangents de 
Jf correspondront projectiveinenl les droiles par 0^ de la maniere suivanle. 
ün plan tangent de J^ coupe A suivant une droite, dont le pole p par rapport 
a la conique {A) deterinine la droite correspondante olp. Reciproquement, une 
droite par rencontre A en un point p; et par la droite polaire de /?, par 
rapport a la conique (A)^ il passera (outre A) un plan tangent de J^, qui est 
le plan correspondant a la droite menee par 0. 

Les plans tangents de J^ qui passent par le point i enveloppent un 
cone qui coupera A suivant une conique; la polaire reciproque de cette co- 
nique, par rapport a la conique (^), est vue du point suivant un cone qui 
passe par les droites 62^ ^12^ qtiel que soit i; ä cause des deux plans menes 
par i et par les droites poiaires des points aib2^ ö,Ci2 par rapport a la conique 
(A) (137.). Ce cone et Tautre cone, forme par les droites ol correspondanles 
aux plans tangents de qui passent par iy se couperont suivant deux droites 
(outre 62 et 0,2); c'est-ä-dire que par un poinl qnelconque i passent 
deux couples de plans correspöndants tangents ä et J^: oü Ton 
dit correspöndants deux plans qui correspondent ä une mdme droite ol. 

Soit g la droite suivant laquelle se coupent deux plans tangents cor- 
respöndants de 0, J^y savoir les plans poiaires des points et ABC, par 
rapport a une mdme surface (ABC); ou niieux, soit g la reciproque de la 
droite BC par rapport a la surface {ABC)^ ou le plan A est donne arbitraire- 
ment. 11 resulte de ce qui precede, que les droites g correspondantes 
a toutes les couples possibles des plan? B^ C {g est independante 
de A) forment un tel Systeme que par un point arbitraire i de 
Tespace passent deux droites g. 

140. Proposons-nous maintenant de trouver les points de Tespace pour 
lesquels les deux droites g coincident. 

Si la droite ol est tangente en / ä la surface cubique F3 et par suile 
ä toute surface quadrique du faisceau (BC)^ le plan polaire de p par rapport 
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m c^lte qiiiidrique passera par /; donc, parmi les plans tangents de J^ menes 
iHir /% il V Oll a un, donl la droite correspondante est olp. Pla^ons le point 
f ^tk /. t'^'^ plans tangents menes du point o a la surface passent par les 
di^HX tf^Mu^ratrices /fi»^ In et ont leurs points deoontactsur celles-ci; lesdroites 
tHMTtv'ipondnntes issues de o forment donc deux plans, olm et oln (savoir B et 
CY Or, au cone de sommet l, circonscrit a J^, correspond un cone de som- 
iiiot qui passe par ol, ainsi qu'on vient de le voir; donc les deux droites qui, 
uour un point quelcouque t^ resultent de rintersection des deux cones de sommet 

\^139.) se reduisent, dans ce cas, a la droite unique ol; cest*ä-dire que 
loki points communs a F3 et a sont tels que par chacun d'eux 
passe une seule droite g. 

141. Le point t seit, en second lieu, le sommet d'un cone quadrique 
passant par les coniques (B)^ (C). Comme le choix du plan A pour la de- 
termination de la droite g est arbitraire, on peut supposer que ce plan passe 
par f. Alors, t etant sur la droite reciproque de BC (ou olp) par rapport ä 
toute quadrique du faisceau {BC)^ le plan polaire de relatif a la quadrique 
(ABC) passera par i; de plus, le mdme plan polaire est tangent en / a la 
surface 0; donc, il passe par i un plan tangent de dont le point de contact 
est l, et par suite la droite correspondante est olp. 

Analoguement, i est situe dans les plans polaires de tous les points de 

01 par rapport ä la quadrique (ABC)-^ c'est pourquoi les points i, p sont con- 
jugues relativement a la conique {A). 

Quant a Thyperbololde J^, ses plans tangents menes par i coupent A 
suivant des droites croisees en i^ dont les poles par rapport a la conique (A) 
se trouvent sur la polaire de i, qui est une droite passant par p, D'oü il suit 
qu'au cone de sommet 1 circonscrit a correspond un cone K de sommet o, 
passant par ol; et au cone de sommet i circonscrit ä Thyperboloide J^ cor- 
respond (outre le plan 0162012) un plan E passant par op et par la droite po- 
laire de f^ par rapport a la conique (A). Or, on peul demontrer que ce pian 
E est tangent au cone K suivant op. 

En effet, le plan qui passe par t et touche en l contient un groupe 
harmonique de quatre droites, savoir les droites Im, In, generatrices de la sur- 
face, la droite li generatrice du cone circonscrit (de sommet t), et la droite 
Ij tangente en / ä la conique de contact (oü j soit la trace de cette droite 
sur le plan A), En projetant du point sur le plan A ces quatre droites 
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harmoniqaes, on a les droites pif^y^yi^j)^) qui formeront de möme un groape 
harmonique. Mais d^an aatre cötevia couple de plans BC, le cone {BC) et 
la qoadriqne (ABC) appartiennent a un möme faisceau; donc, la coniqae (A) 
doit passer par les quatre points oä les droites intersections da cone avec A 
rencontrent les droites AB et AC (savoir p» et pe); c'est pourquoi la droile 
polaire de i par rapport a la conique {A) est la conjuguee harmonique de pi, 
par rapport aux droites pu, pf>: en d^antres termes, la droite /i; est la polaire 
de f par rapport a la conique {A), 

Donc, le plan E est tangent au cone K suivant op; et par conseqnent 
le point f est tel quMl est situe sur une seule droite g. 

142. La droite g, reciproque de la droite BC par rapport a tonte 
surface du faisceau (ßC), est siluee (137.) sur les Hyperboloides Jß ©t Je 
Inversement, Jß est le lieu de la droite reciproque de BC (oü B est fixe et 
et C variable) par rapport aux surfaces du faisceau (ßC), et aussi le lieu de 
la droite reciproque de BA (oü B est fixe et A variable) par rapport aux 
surfnces [BA), Et de memo pour J^r- Or, on a demontre qu'il passe par 
lout point de Tespace deux droites g , reciproques de BC^ et anaioguement 
deux droites reciproques de CA^ et deux droites reciproques de AB; donc, 
par tout point de Tespace on peut faire passer deux Hyperbo- 
loides Ja^ deux Hyperboloides Jß et deux Hyperboloides Je* Et de 
ce qui precede il resulte que, si i est le sommet d'un cone quadrique coupant 
F3 en trois coniques {A)^ (J?), (C), par t il passe une seule droile reciproque 
de BC, et de mdme une seule droite reciproque de CA et une seule droite 
reciproque de AB; donc par % ii passe un seul Hyperboloide/^, nn seul Hyper- 
boloide Jß et un seul Hyperboloide J^- C'est-a-dire que le Heu des som- 
mets des cones quadriques qui coupent la surface cubique Fi sui- 
vant trois coniques (^), (J?), (C) coincide avec l'enveloppe des 
Hyperboloides de cHacune des trois series /^, Jß^ Jc^ Ce lieu 
passe par les trois courbes gaucHes (du quatrieme ordre) suivant 
lesquelles F3 est coupee par les quadriques polaires des points 
0, «I, V (140.}. 

Vu que ce lieu a la propriete que par cHacun de ses points il passe 
une seule surface enveloppee de cHaque serie, il s'ensuit que Tenveloppe et 
Tenveloppee se toucHent partout oü elles se rencontrent. La courbe de con- 



*) M, V d^signent les points a,6, , a^c^^. 
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tact 691 riBterseelion Ab deux enveioppees soccessives, et est par soite de qa«— 
trieme ordre; donc l'enveloppe est uoe sarTace da quatrieme ordre^ 
Iqs courbes de contact de deux enveloppees de la meme serie 
sont situees sur une mdine surTace du second ordre: etc. ^). 

143. Considerons roaiDtenant le faisceau des surfaces quadriques 5 qui 
passent par la courbe gauche du quatrieme ordre, intersection de F^ avec O, 
preniiere polaire de o. Deux surfaces S couperont de oonveau la surfaee 
cubique suivant deux coniques; la droile commune aux plans de ces coniques, 
ayanl quatre points communs avec F^ i^les quatre poiots ou cette droite reo— 
contre les deux coniques), sera situee tout entiere dans cette surface. Or^ 
une des surfaces S est la quadrique O, pour laquelle la conique resultante est 
la couple de droites 62, 0^2; et la droite oü le plan de ceiles-ci coupe de 
nouveau F^ est »i ; donc, les surfaces S coupent F3 suivaot des coniques dout 
les plans passent par la droite a, . Et reciproquement, tout plan A, mene par 
Gl , rencontrera F^ suivant une conique siluee dans une surface iS^ du faisceaa 
qu'on considere. Les plans A et les quadriques S^ forment evidemroent deux 
faisceaux projectifs, propres a engendrer la surface donnee F3 \,111.)- 

Les plans polaires du point par rapport aux quadriques S fönt un 
faisceau projectif a celui de ces quadriques; le lieu des coniques de contact 
des quadriques S avec les cones circonscrits de sommet o sera donc (112.) 
une surface 3 du troisieme ordre, passant par la base du faisceau (S) et par 
les droites 62, ei2 (qui forment Tintersection de par le plan polaire cor- 
respondaut). En outre, la courbe -base du faisceau ^S} sera Tinterseclion de 
3 avec la premiere polaire de par rapport a 3, savoir avec la quadrique 
S [^—. 0) qui passe par 0; donc les surfaces cubiques 3* F3 se touchent sui- 
vant une courbe gauche du quatrieme ordre et se coupent en deux droites; 
c'esl pourquoi elles se confondront en une seule et m^me surface. C'est-a- 
diro quo tonte quadrique S^ coupe F3 suivant une conique donl le 
plan A ost le plan polaire du point par rapport a 5.^: en d*autres 
lermüö, l« surface cubique F^ est le lieu des courbes de contact entre les 
quadriques N et les cones circonscrits de sommet 0. II resulte d'ici que les 
sommots des quatre cones du faisceau iS sont situes en F3, et que les plans 
tantronls u cetto surface en ces quatre points sont des plans tritangents passant 
par rii . 

*) \T00ria yeom, dt^Ue superfick, 47.] 
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." 144. Si ^ et J5 «»ont eleu» pUins donn^, (pass«nt papiiai: ej^rbi iracip^}* 
les quadriques {AB) formenl un faisceau auqqel appairtjent Iß ^uplQrrdeiatpl^os 
Ay JB. lio. lieu des. «courhee de coatact eqtre ces rquiadiriqußs e>.d$s cones 
ckconscritst de ji^oroniet ,0 i^V ^i'ppres un tbeoreme generaL(( 112^)^1 ii|in^.;isiii!fi^i# 
cubique; inaiSvPODi* Ja qui^drique composee des plans \4y #^ .Pii pjeutil'^^gacd^ 
la couri>e de cQnU^cit: ooinaie ßpapchee sur le plan B; ce p^an ,0[|partitnt dofic 
tout entier a la surface cubique. .;€'est-a-dire que oelle-roi ae / ireduura : a« 
plan ß et ä mß sui^face qiti^drique 2^, contenant la conique [(.4). et les oei^iques 
dinterseclion ^es swfwes{AB,) «a\^ les plans polaires de Ov ,: i , » i:; 

D'ailleurs^ la base du faisceau (AB) doit dtre la caurbes dMntersactien 
de la surface cubique B2 avec Ja premiere polaire de o parrapport ü, cetfe 
surface, donc A est le plan polaire de o par rapport a JS. II en resuUe^ de 
pius^ que ^ passe par les sommets des deux cones du faisceau (AB) et y est 
touchee par deux plans, qui fönt partie du faisceau des plans polaires de o et 
(par suite) se coupent suivant une droite situee dans le plan B, 

D'apres cela, les surfaces -2* et S^ passent ensemble par la conique 
(A)^ et ont A pour plan polaire du point o. Or, si du point o on mene 
les tangentes a la conique (Jß), les points de contact seront situes en 2, car 
ils doivent appartenir a une quadrique quelconque du faisceau (AB) et au plan 
polaire de o, correspondant. Mais ces m^mes points appartiennent aussi ä ia 
courbe de contact de F^ avec le cone circonscrit de sommet o^ et par suite 
ä S^; donc les quadriques -2* et S^ ne fonl qu'une seule et meme surfaqe. 
C'est-a-dire que S^ est le lieu des courbes de contact de toutes les 
quadriques {ABC) (oü A est fixe) avec les cones circonscrits de 
sommet o; et par consequent S,, contient les sommets de tous les cones du 
Systeme {ABC)^ oü A seit fixe. 

Si le plan A est donne, les sommets des cones {ABC) sont donc 
situes dans chacune des surfaces S^ et J^ (137.); ainsi le lieu de ces 
sommets est la courbe gauche du quatrieme ordre, intersectioti 
de ces deux quadriques. Et si Ton fait varier A, le lieu de cetie 
courbe gauche, commune aux deux surfaces correspondantes S f 
et J^y sera la surface du quatrieme ordre (lieu complet des som- 
mets de tous les cone$ (ABC))^ que nous avons dejä trouvee comme en- 
veloppe des hyperboloides J, Naturellement, la mdme surface du quatrieme 
ordre est aussi le lieu de la courbe gauche du quatrieme ordre commune ä 
deux surfaces correspondantes Sß et Jß , ou Sc el Je; Sß et Sc ayant par 
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145. CoBiMercmf de noweaa les trois droiles c,^ ij^ ^12 ^«mb 
m mtme plM trHanfeat Soieirt S^ S 4eax jrijas paai— l p« «i, i, re^P« 
el emqpMrt b fuffiee F3 nivaat den ecMOfaet tangeates a «i<, i, mk paiiii 
a, ß. Le« fsadri^es da fmseera (fU)) reaeortrart le pba «i^ sahraal des 
e0nUfße$ ayaot no dooble eontad avx pmots a^ ft; H reci p io yiei eMl , toiie 
eesifve Umekee en a, ß par les droites «,, 63 sera la traoe d^vse saffaoe da 
fttfceaa. Or^ pami ees coniqiies il y a la eimMpe infauDeiit a^atie [afif 
formee par la eorde de contaet estimee devx fois; daas le faisceaa (HS) il 
y a dooe an cooe taogeot aa plan 016, saivant la droite aß, Celle droHe 
reocontre ei2 en un poiot /; en ee point, c^ gern tangenle a ee eone eU 
snite^ Mum a une eonique sitaee simaltanement en F^^ dans le cone et d 
un plan C (par ^42). Donc, les six points oa les droites ii|, 63^ Ci, 
toucbent la courbe paraboliqae de F3 (109.) sont distribues«, trois 
ä trois, sur quatre droites qoi sont les generatrices de contaet 
du plan a^biC^2 avec quatre cones quadriques lesquels contiennent^ 
trois ä trois. les six coniques (fl), (8), (@) tangentes aux droites 
^M btt <^io flux points susdits. Les deux points analogues a a sont les 
elements doubles d'une involution, dans laquelle les points a^b.^ a^c^ sont 
conjugu^s (109.); donc les droites «i, 62, e^ sont les diagonales du quadri- 
Ifltere forme par les quatre droites aßy. 

II y a un second cone qui passe par les coniques (9), (S)^ outre celui 
qui touche le plan «162 suivant aßy, Les plans tangents communs aux deux 
coniques enveloppent ces deux cones; le sommet du nouveau cone sera donc 
le point commun aux trois plans suivants: le plan 0162, le plan des droites 
langentes qu'on peut mener du point 0162 aux deux coniques (outre a,. 6,)^ et 
le plan des droites polaires de ce möme point par rapport aux deux coniques. 

Repr^sentons les qaatre cones tangents au plan 0^62 et les six coniques 
suivant lesquelles ils coupent la surface F3, par la notation suivante: 

Ä.:(?IS3(£), Ä' - (2l93'(5'), Ä" = (»'öSO, r"=(9l'33'e. 

Les cones Ä, Ä' se coupent suivant la eonique (21) et, par suite, sui- 
vant une aulre eonique (non situee en F3); ils auront donc deux plans tan- 
gents communs, doni Tun est a|Ä^c,2; Tautre soit n. Ce plan tj est tangent 

♦) Chacun de» 45 plans tritangents donne lieu ä une nurfacc analogue du 4' ordre. 
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aux cinq coniques (21 , (93), (S), (53' , (S'S siluees en Ä, fi'; donc, il sera 
tangent aussi aux cones Ä" et Ä'". Ces qualre cones Ä, fi', Ä", Ä'" onl, par 
coDsequenl, deux plans tangents communs, a^biCn et n; d'oü il resulte que 
leurs sommets sont alignes sur une seule et m6ine droite (rinter- 
section des plans 0162012 et n), 

146. Fassons a considerer les coniques (-4), (JB), (C) qui se decom- 
posent en lignes droites. 

Parmi les plans ^ il y en a quatre (outre 0162012) qui coupent F^ 
suivant des couples de droites; et de meme pour les plans B et C Si nous 
considerons le plan A qui contient les droites 63CJ3 et le plan B qui contient 
a^Cn-i les coniques (63C13), (03032) doivent se couper en deux points (135.) sur 
la droile AB; donc 63 rencontre C32, et C13 rencontre 03. Les plans 63C32, 
a3Cj3 couperont F3 suivant deux droites nouvelles, 02 et 61. Or, des neuf 
droites (Oi 62 C12) (02 63 C23)( 0361013) qui resultent de Tintersection de F3 par trois 
plans, il y en a trois O163O13 dans le plan A, et trois autres 036^032 dans le plan 
B; donc, les trois droites restantes chb^c^^ seront dans un meme plan C. 

II resulie d'ici que les 24 droites, situees dans les 12 plans tritangents 
qui passent par üi^ 62, O12 (outre O162O12), sont aussi distribuees en 16 couples 
d'autres plans tritangents: chacune de ces couples etant determinee par deux 
plans (tritangents) ^ et J? choisis arbitrairement. Au moyen de ces deux 
plans, est determine aussi un plan correspondant C. 

Si nous concevons trois plans Ay B, C coupant F3 suivant six droites 
(outre Ol, 62, O12) qui ne soient pas placees dans une couple de plans, ces 
six droites appartiendront (136.; a un hyperboloide (ABC) du systetne con- 
sidere ci-dessus. Chacun des quatre plans A peut dtre combine avec chacun 
des quatre plans B et avec chacun des quatre plans C; mais il faut excepter 
les 16 combinaisons qui donnent six droites placees sur deux plans; le Sy- 
steme des quadriques {ABC) contient donc 4.4.4—16 =,48 hyper- 
boloides Hy chacun desquels rencontre la surface cubique F3 sui- 
vant six droites. 

Des six droites communes a F3 et ä un hyperboloide H^ trois appnr- 
tiennent ä un m^me Systeme de generalrices de celui-ci, et les trois restantes 
a Tautre Systeme*); on peut donc, de six manieres differentes, distribuer ces 

*) Une surface cubique ne peut jamais coutenir quatre droites d*un hyperboloide, 
d'un m^me Systeme de g^n^ration; car toute g^n^ratrice de Fautrc syst^rae aurait 
quatre points communs avec la surface cubique, et d^s lors serait situ^e enti^rement 
sur Celle -ci. 
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droites en trois coupl^s telles que les droites de chaque couple soient dans un 
plan. Chaque maniere donne (rois plans conienant les six droites et coupant 
F3 sDivant trois droites nouvelles, qui seront dans un mSme plan^ qbv les six 
premieres droites appartiennent ä une surface du second ordre. Tout hyper- 
boloide H fait donc parlie de six systeines de quadriques^ ana- 
logues a celui des surfaces MJ?C) fourni par le plan aj 62^12- Le nombre 
de ces syslemes est 45, chaque Systeme correspondant ä un plan tritangent; 
donc le nombre total des hyperbololdes qui rencontrenl F3 sui- 

vant six droites est — ^—^ = 360. 

147. Un byperboloide H est determine par trois droites (de F3) qui 
ne se rencontrent pas. Or, trois droites (de F3) qui ne se rencontrent pas 
sont coupees par trois autres droites qui de ir\6me ne s'entrecoupent pas '116.^; 
ces six droites formeront donc Tintersection de H et F3. C'est-a-dire que 
tout byperboloide coupant F3 suivant trois droites qui ne se ren- 
contrent pas, coupe la möme surface suivant trois autres droites. 

II y a donc 2.360 groupes de trois droites (de F3) qui n'ont 
aucun point d'intersection; ces groupes sont conjugues deux ä 
deux; les droites d'un groupe rencontrent les droites du groupe 
conjugue; et les six droites de deux groupes conjugues appar- 
tiennent a un seul et möme byperboloide. 



ChapUre dtxleme. 

Proprietes diverses. ^ 

148. Soient T, T' deux plans trilangents (de la surface cubique F3) 
qui se rencontrent suivant une droite non placee sur F3; et soient, a^ 62 c,,, 
ttibsC^z les droites de la surface comprises dans ces plans. Des que la droite 
TT' coupe F3 en trois points seulement, ces points seront communs aux couples 
de droites Oib^^ 62C21, chCi^- Les plans aibi^ Ä2C23, a2C,2 rencontreront F3 sui- 
vant trois nouvelles droites c,3, 03, b^ resp. , qui seront dans un memo plan, 
car de ces neuf droites resultantes de Tintersection de F3 avec trois plans, il 
y en a six placees sur deux autres plans T, T\ 
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Ainsi les triangles ax^^^n? ^2^3^23 ^n determinent quatre 
aufres, et les cöles de ces six triangles sont les intersections 
mutuelles de deux groupes de trois plans, c'est-ä-dire, des 
faces de deux triedres, que nous dirons conjugues. 

Deux plans tritangents quelconques, dont la droite d'intersection ne 
soll pas situee sur F3, peuvent servir de faces ä un triedre; la trolsieme face 
en resulte determinee. Ces Irois plans contiennent neuf droites qui se coupent 
en neuf poinis communs a F^ et aux aretes du triedre. Ces memes neuf 
droites sont distribuees dans trois autres plans^ qui formen! le triedre conjugue. 
On a dejä vu (146.) qu'en considerant les trois droites a, ÄjC^^ situees 
dans un plan T, les autres 24 droites de F3 sont distribuees en 16 couples 
de plans. Chaque couple •forme avec T un triedre, c'esl-ä-dire que chaque 
plan T entre en 16 triedres. Et, vu que chaque triedre contient trois plans 



tritangents, le nombre total des triedres sera 



45.16 
3 



= 240. Ces triedres 



sont conjugues deux ä deux: il y a donc 120 couples de triedres con- 
jugues. 



149. Les neuf droites 



sont placees, ainsi qu'on vient de le 



dl öl C23 

Ö2 ^2 ^31 
ÖJ 63 C12 

demontrer, sur six plans tritangents qui forment deux triedres conjugues. Par 
chacune de ces droites on peut faire passer trois autres plans tritangents; il 
y a donc 27 plans, chacun desquels contient une des neuf droites et des lors 
deux autres droites; c'est-ä-dire que les autres 18 droites sont distribuees, 

2 27 
deux a deux, dans ces 27 plans, de sorte que ces plans passeront ' = 3 

fois par chacune des 18 droites. II reste encore 45—6 — 27 = 12 plans, qui 
contiendront exclusivement ces 18 droites, chacune deux fois. 

Or, chacune des trois droites Oi, 62, e^, situees dans un m^me plan, 
doit rencontrer (au dehors des droites de la matrice ci-dessus) six droites 
non coupees par les deux autres; donc, les 18 droites sont rencontrees par 
Tune ou par Tautre des droites ai, 629 c^* Et d'ailleurs, trois droites, ainsi 
que at, 6|, c^a^ qui ne se coupent pas, sont rencontrees par les trois mdmes 
droites; et pareillement Oi, a^, 03, etc. Donc, on peut distribuer les 18 
droites en deux roatrices nouvelles 
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les droites d'une ligne verlicale de la premiere matrice reticonirent les droiles 
de la ligne verlicale correspondante de la seconde matrice, el les droiles d'une 
ligne horizontale de la premiere matrice rencontrent les droites de la ligne 
verlicale correspondante de la troisieme matrice. Alors il est aise de con- 
stater 1". que les droiles d'une ligne horizontale de la deuxieme matrice ren- 
contrent les droites de la ligne horizontale correspondante de la troisieme 
matrice; 2'. que les neuf droites de chacune des denx dernieres matrices sont 
les inlerseclions des faces de deux Iriedres conjugues. 

Donc, chaque couple de triedres conjugues determine deux 
autres couples, de maniere que les trois couples conliennent 

(deux fois) loules les 27 droites. Naturellement, le nombre de ces groupes 

120 • 
de Irois couples de Iriedres conjugues est --7t— = 40. 

• 150. Les 240 triedres onl 3.240 = 720 ar6les ä, el 240 sommets /. 

Chaque arete k renconlre la surface F3 en trois points (V, inlerseclions de 
couples de droites de la surface. On peut donc dire que les 135 points ^, 
sommets des 45 triangles formes par les 27 droites sur les plans 
Iritangenls, sont distribues, trois a trois, sur 720 droiles k qui 
se coupent, trois a trois, en 240 points /. Les m^mes 135 poinis 
sont allignes, dix a dix, sur les 27 droites de F3. 

Considerons le point (T commun aux droites Oj, bi. Par chacune de 
ces droites passenl, outre le plan 0162^ qualre autres plans Iritangents et des 
lors 16 droiles Ä. Tout point (J est donc situe sur 16 droites k, 

Le plan aj^aC^ coupe les quatre plans Iritangents qui passent par 62 
(excepte 0,62), suivanl qualre droiles k, qui renconlreronl 6j el Cjj en huit 
points d\ (T'; dans chacune de ces quatre droites k concevons pris le point 
>t, conjugue harmonique de J" relativement a J'J". Les qualre poinis l ap- 
parliendront a la droite polaire du point S par rapport ä la conique composee 
des droiles 63 c^; et ils appartiendront aussi a la quadrique polaire de (T (par 
rapport ä F3). Les 16 points l, correspondants aux 16 droites Ar 
issues de d, sont donc distribues, quatre a quatre, sur quatre 
droites situees dans quatre plans passant par ai, et des lors aussi 
sur quatre autres droites situees dans quatre plans passant par 
6^; et toutes ces huit droites sont des generatrices d'un seul et 
m6me hyperboloide, qui est la quadrique polaire du point <T, 
Celle quadrique passe evidemment par les droites a^ el bi. 
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151. Soil / le somniet d'un Irledrc forme par Irois plans tritangents 
(150.). La quadrique polaire de / (par rapporl ä F^) coupera ces plans sui- 
vant les coniques polaires de t^ relatives aux triangles formes par les droites 
(de F3) conlenues dans ces inömes plans, c'esl-ä-dire, suivant des coniques 
circonsCriles a ces Iriangles, respecliveiuent. Or, ces triangles resultenl de 
Tintersection des trois plans consideres avec les faces du triedre conjugue 
(148.); donc les aretes de ce triedre renconlreront, chacune en Irois poinls, 
la quadrique polaire de /: en d'autres termes, la quadrique polaire de t 
est un cone circonscril au triedre conjugue. Ainsi, les sommels 
de deux triedres conjugues sont deux points correspondants de 
la Hessienne (72.). 

152. On a demoutre ailleurs que loule droite situee sur F3, comme 
ö, , est une tangente double de la Hessienne (60.), et que les poinls de con- 
tact, a, «', sont les poinls doubles de Tinvolulion marquee sur a, par les co- 
niques, suivant lesquelles l'\ est coupee par les plans bitangenls passant par a, . 
Des que la droite a, est placee sur F3, la quadrique polaire de toul point de 
Celle droite passe par la meme droite; donc les soramets des cones polaires 
de cfy a sont situes sur aj. Or, ces sommets sont aussi des points de la 
Hessienne: donc «' est le sommel du cone polaire de «, et inversement; 
c'esl-ä-dire que les points a^ a sont deux points correspondants de 
la Hessienne. 

153. Un plan E^ donne arbilrairement, coupe la surface fondamentale 
F3 suivant une courbe Cj du troisieme ordre. Le plan M qui est langent a 
F3 en un point m de Cj , et le plan polaire de m par rapport a la Hessienne 
se rencontrent suivant une droite, qui perce F3 aux poinls xyz d'inflexion de 
la section de celte surface par le plan M ^89.). Quel est le lieu des droites 
mx^ my^ mz, si tn se deplace sur C? Premierement, la courbe C3 est triple 
pour ce lieu, car tout point m de ce lieu est commun a trois generatrices 
mXy my^ mz. Secondement, cherchons combien de generatrices toinbent dans 
le plan E. Les plans polaires des points m^ par rapport a la Hessienne, ren- 
contrent E suivant des droites Tenveloppe desquelles est de la 9" classe (14.); 
les tangentes de cette enveloppe correspondent, une ä une, aux tangentes de 
C3 (car les unes et les aulrcs correspondent aux poinls de celte courbe); et 
Tordre du lieu du point comaiun a deux tangentes correspondantes, d'apres 
un theoreme connu*), est egal a la somme des classes des deux envelopp<?s, 

*) [Teoria geom. delle curve piane, 83".j 

14* 
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savoir 9-f6 = 15. Pour ce lieu, les 12 poinls communs a C3 et a la Hes- 
sienne sunt doubles, car en chaciin de ces poinfs se rencontrent deux tangentes 
(successives) de 63 et les tangentes correspondaiiies de Tenveloppe de la 9* 
classe. Le lieu du 15** ordre coupera donc C3 en 3.15 — 2.12 = 21 autres 
points^ ciiacun desquels est evidemmenl un point analogue aux points xyz. II 
s'ensuit que ie plan E contient 21 droites analogiies aux mx, my, mz; et des 
lors, le lieu de ces droites sera une surface de Tordre 3.3+21=30. 

Ce lieu renconlre une droite quelconque G en 30 points; d'oü il re- 
sulte que, si le point m parcourt la surTace F^^ ä condition qu'une 
des droites mx, my, mz coupe la droite donnee G^ le lieu de m est 
une courhe gauche du 30' ordre. 

Cette courbe gauche, quelle que soit G, passe par les 135 
points i) ou se couponl, deux a deux, les 27 droites de la surface 
fonda mentale. En eflet, si nous considerons le plan tritangent qui contient 
les droites a, , b^^ c^^, le plan polaire du point aibi par rapport a la Hessienne 
passe par C|^*), et toute droite menee par ce point a couper c^ est une droite 
analogue i\ mx, Or, le plan Oi^sCis rencontre une droite quelconque G, donc 
la courbe gauche du 30" ordre, relative a cette droite, passe par le point 0462. 
Conseqiieinment la courbe gauche, dont il s'agit, coupe en dix points chacune 
des 27 droites de F^. 

11 resulte de lä que, si Ton represente la surface cubique sur un plan, 
de la inaniere qui a ete exposee ailleurs (119.), la courbe plane qui re- 
presentera la courbe gauche d'ordre 30, relative ä Gy sera de ce mönie 
ordre 30, et passera dix fois par chacun des points fondamentaux, en y tou- 
chant les lignes correspondantes aux droites b et c de F3, Donc (121., 133.) 
la courbe gauche est Tintersection complete de F^ par une sur- 
face du 10" ordre. 

II y a donc un nombre infini de surfaces du 10** ordre, qui 
passent par les 135 points S. Le Systeme complet de ces points 
est donne par Tintersection de Tune quelconque de ces surfaces 
avec les 27 droites de F3. 



*) Cela r^'jdulte du th^or^me g^n^ral (89.), et aussi de Fobservation puivante. 
Les quatre intersections de la Hessienne avcc la droite a^ sont r^nnies en deux poiuta 
a, a' de contact, et par cons^quent le centrc hannonique de ces quatre inter&ectioDs, 
par rapport au pole a,6, , coincide avec le point a,r,, conjugii^ barmonique de a,6, 
par rapport aux pointB a, a'. De möme pour la droite 6,, donc etc. 
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154. Nous allons maintenant exposer une propriete de la seclion de 
la Hessienne par un plan quelconque E, 

Ce plan coupe la surface fundamentale F^ suivant une cubique C^\ 
seit un des poles de E^ par rapport ä F3, non situes sur E. Des que le 
cone 0C3 coupe F3 suivant la courbe plane C3, 11 rencontrera celte meme sur- 
face suivant une courbe gauche du sixieme ordre, placee sur une surface 
quadrique 4>2 fH. note). La surface F3 appartenant au faisceau delermine par 
le cone 0C3 et par le lieu compose £^2? 1& quadrique polaire d'un point quel- 
conque i, relative a F3, passera par Tintersection du cone polaire 0C2, relalif 
au cone 0C3, avec la quadrique polaire relative a £^4>2. Si i est pris dans 
le plan E, la quadrique polaire de i, relativement ä E4^2') sera le Systeme de 
deux plans, dont Tun est E, et Tautre 4>i est le plan polaire de i par rapport 
ä 02- Donc la quadrique polaire de i^ par rapport a F^^ passera par les deux 
coniques d'intersection du cone C^ avec les plans £ et *| . La premiere de 
ces coniques est evidemment C2, premiere polaire de i par rapport ä C^\ et 
i'autre conique sera une couple de droites, parce que le plan 0i passe par 0^). 
Or, si le plan 0| etait tangent au cone 0C2, la quadrique polaire de t relativement 
ä F3 serait un cone, et des lors i appartiendrait ä la Hessienne. Donc, la 
courbe d'intersection de la Hessienne avec le plan E est le lieu 
d^un point dont le plan polaire relatif ä la quadrique 4>2 est 
tangent ä la conique polaire relative a la cubique C3. 

On demontre de la raaniere suivante que ce lieu est du quatrieme 
ordre. Les coniques polaires des points d'une droite G (en E) par rapport 
ä C3, et les droites polaires des raemes points par rapport a la conique {E4^^ 
forment deux faisceaux projectifs, qui engendrent une cubique passant par le 
pole de Gy relalif a la conique (E^P^)- Par ce pole on peut mener quatre 
tangentes a la cubique, donc il y a quatre droites du deuxieme faisceau qui 
sont tangentes aux coniques correspondantes de Tautre faisceau ; c'est pourquoi 
G contiendra quatre points du lieu. 



*) Le plan polaire de o par rapport au cone oC, 4tant ind^termin^, o a le m§me 
plan polaire E par rapport ä Fj et au lieu composd £0, . Le plan E est donc le 
polaire de par rapport ä ^b^y et d^s lors le plan polaire d'un point quelconque de 
E. par rapport ä cette m^me quadrique, passera par a. 
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Cbapitre onzieme« 

Classification des surfaces du troisieme ordre, eu egard a la 

realite des vingt-sept droites. 

155. On a demontre que par les 27 droites d'une surface (generale) 
Fl du troisieme ordre on peul faire passer 120 couples de triedres conjugues 
(148.;, el que reciproquement , si deux triedres conjugues et un poinl de la 
surface sonl donnes, la surface peut ätre construite (110.). D'oü il resulte 
qn'abstraclion faite de la realite des elements donnes ou cherches, il est possible 
d'obtenir une surface cubique quelconque, a Taide de deux triedres, par le 
procede expose ailleurs (110.). Nous nous proposons roaintenant d'avoir egard 
ä la realile ou non-realite des 27 droites d'une surface cubique reelle. Cher- 
chant a forrner les deux triedres propres a engendrer cette surface^ nous serons 
naturellement conduits a la Classification des surfaces cubiques (generales) reelles 
(d'apres la methode de M. Schläfli). 

Tour construire deux triedres conjugues qui forment un enseinble reel, 
il suffit do trouver (148.) deux plans trilangents T, T\ reels ou imaginaires 
conjugues. qui se couponl suivant une droile (necessairement reelle) non situee 
0ur la surface. Les trois droites de la surface contenues en T et les trois 
droites contenues en T se coupent, deux a deux, aux trois poinis oü la droite 
TT perce la surface, el determinenl de cette maniere trois plans X%"S^'\ 
qui seront tous reels, ou bien Tun reel et les deux autres imaginaires con- 
jugues, ainsi quo les trois points susdits. Chacun de ces plans St coupe la 
surface suivant une autre droite, et ces trois droites nouvelles sont placees 
dann un seul et niöme plan reel T". Alors, les lernes de plans TTT'\ 
ZX'^" formeronl les triedres demnndes. 

()r je dis que, la surface etant supposee reelle, il est toujours possible 
do trouver deux plans tritangents T^ T' qui satisfassent a la condition prescrite. 
(/ola est evident quand les 27 droites sont toutes reelles; supposons donc 
qiril y ait des droites imaginaires, qui seront necessairement conjugees deax 
a deux. 

rremieremenl^ soient ai, 6j deux droites imaginaires conjnguees situees 
dans un mc^me plan *), qui sera reel, auquel cas passeront par a, quatre autres 
plaijH, imaginaires, et par 63 leurs conjugues. Deux plans conjugues (fun par 



') Eutendez toujours plan iritangenU 
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üi et Tautre par 63) satisfont evidemment ä la queslion; car la droite commune 
a ces plans ne peut pas ätre siluee sur la surface; autrement il y aurait trois 
droites croisees en un meme point, qui serait double pour la surface. 

Secondement, soient 6.»^ 63 deux droites imaginaires conjuguees, non situees 
dans un m^me plan; et ^1, a^^ a^^ ao, C33 les cinq droites qui rencontrent 
Celles -lä^ et qui Formeront un ensemble reel: c'est pourquoi il y aura parmi 
Celles -ci un nombre impair de droites reelles. Si ces cinq droites sont toutes 
reelles, il passera au moins un plan reel par chacune d'elles : or, parmi ces 
cinq plans reels, il est possible d'en choisir deux qui remplissent la condition 
requise. Soit, en effet, «»640,4 le plan reel par a, ; si le plan Cj^CisCtA ou 
le plan Ci^Cii.c^ etait reel, on aurait deja les deux plans cherches. Si au 
Contraire le seul plan Cj3C|4C5ß, par C23, etait reel, la droite 0,4 etant placee sur 
deux plans reels serait reelle ; donc Cso est une droite reeüe, et des lors le plan 
ösfeßCsG sera reel. Ainsi les plans a,64Cj4, «5600^(3 fomieront la couple demandee. 

Si, parmi les cinq droites qni rencontrent 62? 63 ü y en a deux imaginaires 
conjuguees ai, 023, les plans ai6j, 63003 seront imaginaires conjugues et se 
couperont suivant une droite non situee sur la surface. 

Concluons donc que toute surface (reelle, generale) du troisieme ordre 
peut 6ive engendree a Taide de deux triedres, qui presentent un des trois cas 
suivants: 1". les triedres sont formes par six plans reels; 2". un triedre est 
completement reel, tandis que Tautre est forme par un plan reel et deux plans 
imaginaires conjugues: 3". chaque triedre a un plan reel et deux plans imaginaires 
conjugues. 

156. Premier cas. Les deux triedres etant formes par six plans 
reels, ceux-ci se couperont suivant neuf droites reelles 

öl «2 «3 

bi 62 63 

C23 C31 C12 . 
L'hyperboloide reel determine par les trois droites 6|, 62, 63 coupera la surface 
cubique suivant trois autres droites (147.) a«, »5, Oß, qui seront toutes reelles, 
ou Tune reelle et les deux autres imaginaires conjuguees. Dislinguons ces 
deux cas. 

a. Les droites 04, ^5, o^ sont reelles. Alors, les plans 

62 Ö4 62 Ö5 62 «6 

6304 63ÖS 63IIQ 



112 Cremona, memoire de giom^trie pure sur les surfaces du iroisiäme ordre. 
donneront neuf aulres droites reelles 

^14 ^J5 ^16 
C24 C25 Ciü 

^34 ^35 ^36 

et les plans 

C|3 C24 C|3 C25 Ci3 C26 

Ö3 C34 03 C36 03 C36 

couperont la surface suivant six autres droites reelles 

^56 ^46 C45 
64 65 ^6 • 

Dans ce cas^ on a douc 27 droites reelles. 

b, Soit üs une droite reelle, et a^^ a^ iniaginaires conjuguees. Les 
plans reels 

donnent trois autres droites reelles 

^15 ^5 ^35 

et les plans reels 

C|3 ^25 0^3 ^35 

donnent deux aulres droites reelles 

^40 ^5« 

Les couples de plans imginaires conjugues 

62 Ö4 62 06 

63 «4 63 «ö 

donnent les couples de droites imaginaires conjuguees 

^14 ^IG 

C24 Cjf, 

^34 ^3(1 

et les couples de plans imaginaires conjugues 

öl C|4 öl Cj6 

C23 Ci4 C23 Cj6 

donnent deux autres couples de droites imaginaires conjuguees 

64 6e 

^5^1 ^54 • 
On a donc 15 droites reelles et 15 plans reels: 3 plans reels 
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par chaque droite reelle, et 3 droites reelles dans chaqne plan 
reel. Deux droites imaginaires conjuguees ne se coupent pas. 
157. Deuxieme cas. Un triedre est tont a fait reel; Tautre a une 
face reelle, les deux autres etant imaginaires conjuguees. Les plans dn premier 
triedre seront rencontr^s par la face reelle de Tantre snivant trois droites reelles 

et par les faces imaginaires de ce mdme triedre snivant trois couples de droites 
imaginaires conjuguees 

62 C23 

63 ^1 
O2 ^12 • 

Les hyperbololdes , imaginaires conjugues, determines par les droites 
(61962,63), (6i,C23,ai) conperont la surface cubique suivant denx temes de 
droites imaginaires (04,05,06), (c^, Cis, Cie), conjuguees deux a deux, qui 
determinent trois plans O4CJ4, OsCis, OgCiß. Distinguons deux cas, suivant que 
ces trois plans sont tous reels, ou qu'un seul seit reel et les deux autres ima- 
ginaires conjugues. 

o. Les trois plans sont reels, et par suite chacun d'eux contient deux 
droites conjuguees 

O4 Ci4 

Ö6 Cig. 

Les couples de plans imaginaires conjuguees 

62 04 C23C14 



62 05 


C23Ö15 


62 «6 


^i3Öl6 


6304 


0, C|4 


ftsös 


ö| Cl5 


ftjfle 


»1 CiQ 


fournissent les six couples de droites 


imaginaires conjuguees 


C24 


^66 


C25 


Cw 


C26 


C45 


C34 


64 


CiS 


65 


C36 


be^ 
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situees dans six plans reeis, dont les trois premiers passent par c^^ et les 
trois autres par a^. 

Ainsi, dans ce cas, nous avons 3 droites reelles, et 13 pians 
reels, dont Tun contient les 3 droites reelles, et les autres 
passent, 4 ä 4, par les 3 mömes droites. Deux droites imaginaires 
conjuguees sont toujours dans un m^rae plan (reel). 

b. Les six droites imaginaires a«, as^, ... soient conjuguees de la 
maniere suivante a^ c,4 

d'oü il resulte que le plan a^Ci^ est reel, mais OsCij, a„c„i sonl deux pians 
imaginaires conjugues. Alors, les couples de plans imaginaires conjugues 

63^4 öl C|4 

O2 Ö5 Cij C|(j 
63 Ö5 «I C,o 
Uo öl, C23 C|5 

donneronl les six couples de droites imaginaires conjuguees 



C24 


Cm 


C34 


b. 


C25 


C45 


^*35 


b. 


C2(. 


^(4 


^Ht 


65, 



dont les premieres deux seulemenl sont formees par des droites qui sc coupent, 
en delerminant les plans reels c^^Cm^ ^34 64, qui passent par c,3, a^ resp. 

Ce cas nous offre donc 3 droites reelles et 7 plans reels^ 
dont Tun contient les 3 droites reelles, et les autres passent, 
2 a 2, par les mgmes droites. Parmi les droites imaginaires, il 
y a 6 couples de droites conjuguees qui se coupent. et 6 couples 
de droites conjuguees qui ne se coupent pas. 

158. Troisieme cas. Chacun des deux triedres a une face reelle 
et deux faces imaginaires conjuguees. La face reelle du premier triedre coupe 
les faces de Tautre suivant une droite reelle 

6. 
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et deux droites imaginaires conjuguees 

Le plan reel du second triedre rencontre les faces imaginaires du premier suivant 
deux droites imaginaires conjuguees 

Et les plans imaginaires des deux triedres s'entrecoupent suivant deux couples 
de droites imaginaires conjuguees 

öj C23 ^ 
oü les droites d'une memo couple ne se rencontrent pas. 

L'hyperboloide reel determine par les droites 61, b^^ 63 coupera la 
surface cubique suivant trois droites nou volles a^^ a^^ c^^ a propos desquelles 
il faut distinguer deux cas possibles. 

a. Si les droites 

Ö4 Ö5 «6 

sont toutes reelles, les pians reels 

61 04 6,05 6,06 

donneront trois autres droites reelles 

C|4 C|5 C16 . 

Les plans imaginaires conjugues 

6204 6304 

6205 6305 

6208 63Ö6 

fournissent ies trois couples de droites imaginaires conjuguees 



C26 Cs5 




C26 C361 




et les plans imaginaires conjugues 




ö| Ci4 023 Ci4 


« 


öl Ci5 C23 C16 




01 C16 C23 Ci5 




donneront trois autres couples de droites imaginaires conjuguees 




64 ^66 




65 ^64 




h C45. 




On obtient ainsi 7 droites reelles et 5 plans reels. 


Ces 5 
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* 
plans passent per une mdme droite; il y en a 3 dont chacan con- 

tient 2 autres droites reelles, tandis que chacun des 2 autres 

plans contient 2 droites imaginaires conjuguees. Les droites 

imaginaires conjaguees des 8 autres coaples ne se conpent pas. 

b. Si «4 

est une droite reelle, et Os €k 

deux droites imaginaires conjuguees, le plan reel bio^ donnera une troisieme 

droite reelle 

et les plans imaginaires conjugues 

bi(h biCk 
b^ «5 ^3 (h 

b^Ck *3Ö5 

62 «4 63 Ö4 

donneront les quatre couples de droites imaginaires conjuguees 

C25 C36 

^ C35 
C24 C34. 

Les plans imaginaires conjugues 

öl C|4 C23 C|4 

öj Cj5 C23 Cjo 

donnent enfin les trois couples de droites imaginaires conjuguees 

64 ^86 
^6 C46 

On retombe ainsi sur un cas dejä considere (deuxieme cas, 6.). 

159. Nous pouYons conclure que la surface generale du troi- 
sieme ordre ne presente que cinq especes differentes, eu egard a 
la realite des 27 droites, savoir: 

!• espece — 37 droites et 45 plans r6els 

2« - — 15 - 15 - 

3*^-— 7- 5- 

4^-— 3- 7. 

5* - - 3 - 13 . 
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On peut demander, pour chaque espece, le nombre des double -six 
qui sont formes par deux six reels ou imaginaires conjugues. En s'aidant du 
tableau donne ailleurs (IIT.)? od trouve sans peine ce qui suit. 

Premiere espece. — Tout est reel. 

Deuxieme espece. — 11 y a 15 double - six reels, dont chaque six 
est reel et forme par 4 droites reelles et 2 droites imaginaires conjuguees. 

11 y a un autre double -six reel, dont les six sont imaginaires conjugues. 

Troisieme espece. — U y a 6 double-six reels, dont chaque six 
est reel et forme par 2 droites reelles et 2 couples de droites imaginaires 
conjuguees. II y a 2 autres double-six reels, chacun desquels a deux six 
imaginaires conjugues. 

Quatrieme espece. — U y a un seul double-six reel et forme par 
deux six reels; chacun de ces six est Tensemble de 3 couples de droites 
imaginaires conjuguees. U y a en outre 3 double-six reels, formes par des 
six imaginaires conjugues. 

Cinquieme espece. — II n'y a pas de six reels; mais seulement 

12 double-six reels, chacun etant une couple de six imaginaires conjugues. 

160. Onavu (118.) qu'une surface cubique peut, en general, 6tre en- 
gendree a Taide de trois reseaux projectifs de plans. Dans ce mode de gene- 
ration, on deduit les 27 droites des six points 1, 2, 3, 4^ 6^ 6^ oü un plan 
E est rencontre par une certaine courbe gauche du sixieme ordre. En effet, 
les 27 droites correspondent (114.) aux six points 

i, 2, 3, 4, 5, 6, 

aux six coniques 

23456^ 13456^ 12456, 12356, 12346, 12345, 

et aux quinze droites 

23, 31, 12, 56, 64, 45, 

14, 15, 16, 24, 25, 26, 34, 35, 36. 

L'ensemble des trois reseaux etant suppose reel, de mdme que le plan E, le 
Systeme des six points 123456 sera reel aussi; et par consequent, on pourra 
distinguer les cas suivants: 

1"". Si les six points sont tous reels, les 27 droites sont toutes reelles 
(premiere espece). 

2"". Si quatre points sont reels, et que les deux autres soient imagi- 
naires conjugues, on aura 4+4 + 6+1 = 15 droites reelles; les autres sont 
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iiita^inaires et telles que deux conjufiiiees oe se renooBlraiit fias (deixieme 

espece). 

3 . Si deux poiuls sont reels. ei ^me les mün§ soical iaagiiiaires 
coDJugues par couples. on aura 2-r2-rl-r2 = 7 draites reeües; 2 ooiples de 
ilroites imaginaires conju^ees qui se coupenL et 8 ooufies 4c droites imagi- 
tmires conjuguees qui ne se coupent pas (troisiene espece). 

4 . Si les six points sont toas nutgiBflires ^ ooajsgiies par couples, 
on aura 1+1+1 =3 droites reelles: 6 ooupies de droites imaginaires con- 
juguoes qui se coupent. et 6 coojries de droites imaginaires oonjuguees qui 
ne se coupent pas (quatrieme espece). 

U n'esl pas possible d'obtenir la cinqnieme cspece par ce 
inode de gener ation: ce qui resulte aussi du reinarque qne^ dans la ein- 
f|uien)e espece, il n\ a aucun six reeL tandis que la generation a laide de 
trois reseaux projectifs (dont fensemble soit reel) nous mene a an double-six, 
les deux six duquel (formes par les droites qui correspondent anx six points 
et aux six coniques) sont necessairement reels *). 

Nous nous pröposons maintenant de prouver qne* si la generation par 
«ies reseaux projectifs ne peut donner que les quatre premieres especes, ü y 
H un autre mode de generation qui est propre a donner tontes les cinq e^eces. 
Four cela, il faut que nous discutions d'abord les cas possibles foumis par 
Tintersection de deux surfaces quadriques^ qui ne se touchent en ancun point 

161. Deux surfaces de second ordre, qui n'aient aucun point de contact, 
se coupent suivant une courbe gauche de quatrieme ordre, par laquelle passent 
qualre cones quadriques; les sommets de ces cones sont aussi les sommels 
flu tetraedre conjugue commun ä toutes les surfaces quadriques passanl par 
la courbe gaucbe. Ces surfaces forment un faisceau: c'esl-ä-dire que par 
un point quelconque x de Tespace et par la courbe gauche passe une seule 
?»urfHC(; quadrique. Les deux generatrices rectilignes de cette surface, qui passent 



*) Hl Ton regarde une «urtace cubique Fj comme polaire raixte de deux plana 
K, K', par rapport k une surt'ace fondamentale du mßme ordre (76.), on arrive i un 
•loiihNt-HJx, (lont lert droites correspondent aux intersections des plans doun^s avec deux 
«ourboH f^aurlicH du 6** ordre, resp. Si les plans donn^s sont imaginaires conjugu^s, 
il ou ent do tnßme de« deux six, et par eons^quent, il peut dabord parattre possible 
»rohtuiiir, par ce nioyen, la cinquifeme esp^ce aussi. Mais Tillusion s evanouit en con» 
-idilnml qiu? U*m droites homologues des deux six, qui sont imaginaires conjugu^es, 
IM! ne (loupent pas: tandis que, dans la cinqui^me esp^ce, deux droites imaginaires 
•onju^ui^iitf Hont toujours dans un ni6me plan. 
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par Xy sont les deux droites qu'on peut mener du point x a couper deux fois 
la courbe gauche. 

Tout cone passant par la courbe gaucbe et ayant son sommet en un 
point de la courbe est du troisieroe ordre; et par consequent, la perspective 
de la courbe gaucbe sur un plan, Toeil etant place sur eile, est une courbe 
(generale) du troisieme ordre. 

C'est des proprietes de cetle perspective plane qu'on deduit un grand 
nombre de proprietes de la courbe gaucbe de quatrieme ordre (et de premier 
genre (125.)). Par ex.', par un point quelconque de la cubique plane on peut 
lui mener quatre droites tangentes, et le rapport anbarmonique de ces quatre 
droites est constant (rapport anbarmonique de la cubique). Donc, par toule 
droite appuyee ä la courbe gaucbe en deux points oo\ on peut lui mener 
quatre plans tangents. Si o est Toeil et que Ton deplace o\ le rapport anhanno- 
nique de ces quatre plans reste invariable; et des lors il ne cbangera pas si 
o' est fixe et o variable; et consequemment, le m^me rapport ne variera pas 
non plus de quelque maniere qu'on deplace la corde oo\ II resulte de la quo., 
si Toeil parcourt la courbe gaucbe, le rapport anbarmonique de la cubique 
perspective se conserve constant. On peut donner ä ce nombre constant la 
denomination de rapport anharmonique de la courbe gauche. 

162. On peut regarder une courbe gaucbe C4 de quatrieme ordre 
(premier genre) comme Tintersection incomplete d'une surface S du second 
ordre et d'un cone K du troisieme ordre, dont le sommet seit un point o de 
C4. Les deux generatrices de S qui passent par o coupent de nouveau la 
courbe gaucbe; et des lors elles appartiennent aussi au cone K; c'est -a-dire 
qu'elles formeronl, avec C4, Tintersection complete des lieux S et K. Le 
plan de ces generatrices est tangent a <S> au point 0; il contient donc la droite 
T tangente en ce point a C^: droite qui est aussi une generatrice du cone K. 
Le plan osculateur a C4 en coupera la courbe en un autre point 0'; donc. 
ce m^me plan touchera le cone K suivant T et le coupera suivant la droite 00'. 

L'oeil etant plaei en 0, la perspective de C4 est une cubique (base du 
cone K). Soitcula trace de T sur le plan dutableau; les droites tangentes de 
la cubique, issues Aew^ seront lestraces des quatre plans tangents de C4, qu'on 
peut mener par T. Or, ces plans touchent la courbe gaucbe en deux points (dont 
Tun est 0); donc ils passeront resp. par les sommets des quatre cones qua- 
driques, sur lesquels C4 est placee: car ces cones formenl l'enveloppe com- 
plete des plans bitangents de C4. Consequemment, le rapport anharmo- 
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nique des quatre plans qui touchent C« en un point quelconqae et 
passent resp. par les sommets des quatre cones quadriques est 
egal au rapport anharmonique de la courbe gauche mSme; et des 
lors^ il est un nombre constant. 

163. Reciproquement, une cubique plane donnee peut Stre regardee 
comme perspective d'une courbe gauche du quatrieme ordre (premier genre) 
passant par Toeil o. Soit w un point quelconque de la cubique plane; et 
qu'une droite menee par o) coupe cette courbe en deux autres points (o^^ oi^. 
Alors, le cone qui a le point o pour sommet et la cubique plane pour base, 
rencontrera une surface quadrique menee arbitrairement par les droites oai|, 
oüj^^ suivant une courbe gauche du quatrieme ordre, touchee en o par la 
droite oio. 

164. Si les deux surfaces quadriques (161.) sont reelles, leur inter* 
section peut dtre reelle ou imaginaire; et dans la premiere hypothese, ou eile 
consiste en un Irait {Zug, Stück) unique; ou bien eile est Tensemble de deux 
fraits associes qui n'ont aucun point commun, pas mdme ä distance infinie. 
Nous aurons a examiner ces trois cas separement. 

165. Si Tintersection C« de deux surfaces quadriques est une courbe 
monogrammique (a un seul trait), sa perspective (l'oeil elant toujours place 
sur la courbe gauche) sera aussi d'un seul trait, c'est-ä-dire qu'elle n'aura 
qu'une branche Serpentine avec trois inflexions *). Or, on sait qu'une teile 
cubique plane a un rapport anharmonique imaginaire: en d'autres termes, d'un 
point quelconque de la cubique on ne peut lui mener que deux tangenles reelles. 
Donc (162.), parmi les quatre plans tangents a C^ en un point quelconque et 
passant resp. par les sommets des quatre cones quadriques (qui fönt partie 
du faisceau dont C^ est la base) il n'y en a que deux reels; c'est-ä-dire 
que des quatre cones deux seulement sont reels. 

De ce que la cubique perspective n'admet que deux tangentes reelles 
issues d'un quelconque de ses points, il r^sulte en outre que par toute 
droite appuyee ä C» en deux points reels, dislincts ou coincidents, on 
peut mener ä cette courbe deux plans tangents reels, et deux 
seulement. D'apres la loi de continuitä, cette propriete subsistera aussi 
pour une droite appuyee ä C« en deux points imaginaires conjugues. 

Le tetraedre conjugue a deux sommets reels, et des lors deux faces 

*) En consid^rant la continuit^ de la courbe comme non interrompue par laß 
passages ä rintini. 
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reelles: chaque face reelle contient un sommet reel. Donc, chaque face reelle 
coupe C4 en deux points reels; c'est-ä-dire qu'elle coupe le cone quadrique, 
dont le sommet est sitae sur cette face, suivant deux droites, dont une ren- 
conlre en deux points reels la section de Tautre cone. 

Les cones reels de second ordre, qui passent par Ci, constiluent la 
iimite de Separation entre les surfaces gauches et les surfaces non reglees du 
faisceau, dont C4 est la base. Dans le cas actuel, il est aise de voir que la 
quadrique (du faisceau) passantpar un point quelconque de Tespace 
inlerieur ou exterieur a tous les deux cones reels, est gauche; 
au lieu que la quadrique passant par un point quelconque de 
Tespace interieur ä Tun des cones et exterieur ä l'autre n'est 
pas reglee. 

166. L'intersection C4 soit roaintenant une courbe digrammique (ä deux 
Iraits), auquel cas la cubique perspective sera composee d'une ovale *) et d'une 
brauche Serpentine avec trois inflexions. Soit co la trace, sur le tableau, de 
la droite qui toucbe C^ au point de Toeil (163.); les tangentes menees par 
ü7 a la cubique seront les traces des quatre plans qui touchent C^ en et 
passent resp. par les sommets du tetraedre conjugue (162.). Or, les quatre 
tangentes de la cubique, issues de tu^ sont toutes imaginaires ou toutes reelles, 
Selon que ce point appartient a Tovale ou ä la brauche Serpentine; donc, les 
sommets du tetraedre conjugue (savoir les sommets des quatre cones 
quadriques qui passent par Ci) seront tous imaginaires ou tous reels, 
Selon que la perspective du trait, sur lequel est place Toeil, est 
une ovale ou une branche Serpentine. 

II resulte de la que, si la courbe C4 est donnee, la perspective du trait 
sur lequel on place Toeil, quel que soit le trait choisi, sera toujours une ovale, 
on toujours une branche Serpentine. Nous avons donc deux cas a distinguer, 
suivant que le tetraedre conjugue est tout reel ou tout imaginaire. 

167. Si le tetraedre est tout imaginaire, c'est-a-dire si (o est un 
point de Tovale, an plan quelconque mene par Toeil coupera C» en trois 
autres points (dont deux peuvent dtre imaginaires), les perspectives desquels 
ou appartiendront toutes a la branche Serpentine, ou Tune ä cette branche et 
las deux autres a Tovale. Donc, si un plan rencontre C« en quatre 
points reels, trois de ces points appartiendront a un mSme trait; 

*) En appliquant cette d^Domination m^me aux formes hjperboliques et parabo- 
liques [d'apres M. Bellavitis]. 
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et le quatrieme ä Tautre trait; et si nn plan rencontre C^ en 
deux points reels seulement, ces deux points seront toujours l'un 
sur un trait et Tautre sur Tautre trait. D'oü il suit qu'un plan tangent 
en un point coupe la courbe en deux autres points situes sur des traits dif- 
ferents; qu'un plan osculateur a un trait coupe Tautre trait; et qu'il n'y a 
aucun plan reel qui touche la courbe en deux points ou qui la rencontre en 
quatre points tous imaginaires ou tous colncidents. 

En outre^ il resulte de ce qui a ete remarque pour la cubique per- 
spective, que par toute droite appuyee ä la courbe en deux points 
(reels ou imaginaires conjugues) d'un möme trait il ne passe aucun plan 
reel langent ailleurs a la courbe; et que par une droite appuyee 
aux deux traits on peut toujours faire passer quatre plans tan- 
gents reels. 

Quand un tetraedre est conjugue ä une surface quadrique, toute gene- 
ratrice de celle-ci, rencontrant une ardte du tetraedre, rencontre aussi Tardte 
opposee; et par suile la surface contient les quatre droites suivant lesquelles 
s'entrecoupent les quatre plans tangents menes par deux aretes opposees. Si 
le tetraedre est forme (comme Ton suppose actueliement) par deux couples 
de plans imaginaires conjugues, il a neanmoins deux ardtes opposees reelles, 
dont chacune est Tintersection de deux plans tangents de la surface. Or, ces 
plans sont reels, car ils doivent former un Systeme harmonique avec deux 
faces du tetraedre, lesquelles sont des plans imaginaires conjugues. Donc les 
quatre droites d'intersection des deux couples de plans tangents sont reelles, 
et consequemment la surface est gauche. 

Ainsi, dans le cas actuel, toutes les quadriques passant par 
C4 sont gauches;- c'est-ä-dire que par tout point de Tespace on peut faire 
passer deux droites reelles qui rencontrent deux fois la courbe (l'une au moins 
en des points reels). 

168. Supposons maintenant que notre courbe gauche C4 (digrammique) 
corresponde a un tetraedre conjugue tout reel, c^est-a-dire qu'elle seit situee 
sur quatre cones quadriques reels. Un plan mene arbitrairement par roeil 
coupera C4 en trois autres points (deux peuvent ötre imaginaires), dont les 
perspectives tomberont ou toutes trois sur la branche Serpentine, ou bien Tuae 
sur cette branche et les deux autres sur Tovale. Donc, si un plan ren- 
contre C4 en quatre points reels, ceux-ci peuvent appartenir 
tous a un m^me trait ou bien deux ä Tun trait et deux ä l'autre; 
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et si un plan rencoutre la courbe en deux points reels seule- 
menl, ceux-ci appartiennent toujours a un iQöme trait. Doü il 
resulte qunn plan osculateur ä un trait coupe ce möme trait. 

De Tanalyke des quatre tangentes de la cubique perspective, issues 
d'un quelconque de ses poinls, on deduit en oulre que par toute droite 
appuyee a la courbe en deux points (reels ou imaginaires conjugues) 
d'un meme trait on peut faire passer quatre plans tangents, dont 
deux touchent un trait et deuxTautre; tandis que par toute droite 
appuyee aux deux traits il ne passe aucun plan tangent reel. 

Chaque face du tetraedre conjugue coupe la courbe C^ en quatre points, 
sommets d'un quadrangle complet, dont les cötes opposes se rencontrent en 
trois points reels (sommets du tetraedre); donc ces quatre intersections sont 
toutes reelles ou toutes imaginaires. Mais d'autre part, si un triedre est con- 
jugue ä un cone quadrique^ il y a une face du triedre qui ne rencontre pas 
le cone. Donc, deux faces du tetraedre coupent C^ en quatre points 
reels et les deux autres en quatre points imaginaires. 

II est aise de voir que la quadrique du faisceau, dont C^ est la 
base, nienee par un point quelconque de Tespace Interieur ou ex- 
terieur a tous les quatre cones, ou bien de Tespace Interieur a 
deux cones et exterieur aux deux autres, est une su rface g au che; 
tandis que la quadrique passant par un point Interieur (exterieur) 
a un cone et exterieur (Interieur) aux trois autres* est une sur- 
face non reglee. En outre, par un point quelconque de Tespace Interieur 
ou exterieur ä tous les quatre cones. on peut mener deux droites, dont chacune 
est appuyee en deux points (reels ou imaginaires conjugues) a un m^me trait de 
C4 ; au lieu que par tout point exterieur a deux cones et Interieur aux deux autres 
on peut mener deux droites, chacune desquelies coupe Tun et Tautre trait. 

169. Enfin, supposons que la courbe C4 soit imaginaire: auquel cas 
taut plan reel coupe C4 en quatre points imaginaires, sommets d'un qua- 
drangle complet qui aura deux cötes reels; tandis que les autres couples de 
cötes opposes n'oni de reel que le point de concours. II y a donc. dans 
fespace^ un nombre infini de points par lesquels on peut mener deux droites 
reelles a rencontrer en deux points (necessairement imaginaires conjugues) 
la courbe: et 11 y a un nombre infini aussi de points par lesquels ces deux 
droites sont imaginaires conjugoees; c'est pourquoi il y aura une surface reelle, 
lieu des points pour lesquels ces deux meines droites sont coincidentes. Or, 

16* 
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ce lieu est en general forme par les quatre cones quadriqnes passant par d; 
donc, dans le cas actuel, il y aura au moins deux cones reels. 

Le tetraedre conjugue est tout reel. En effet, si a est le 
sommet d'un cone reel, le plan polaire de a (par rapport aux quadriqnes du 
faisceau dont C4 est la base) coupera C^ suivant un quadrangle imaginaire, dont 
les couples de cötes opposes ont trois points de concours reels, b, c^ d. Or, 
abcd est precisement le lelraedre conjugue. 

Puis, si Ton reflecbit que chaque face du tetraedre coupe Tun des trois 
cones, dont eile contient les sommets, suivant deux droites reelles, et chacun 
des deux autres suivant deux dr^oites imaginaires (conjugues), et que des trois 
faces concourant au sommet d'un cone reel deux seules peuvent couper ce 
cone suivant des droites reelles; on reconnaitra que deux cones, seule- 
ment, sont reels; les deux autres, tout en ayant leurs sommets reels, sont 
imaginaires. 

Les deux cones reels sont totalement exterieurs Tun ä Tautre. Les 
surfaces (du faisceau dont C4 est la base) qui passent par les points 
de l'espace exterieur ä Tun et a Tautre cone sont gaucbes; au 
lieu que par les points interieurs a Tun des cones, il ne passe 
que des quadriques (du faisceau) non reglees. 

170. Ainsi, il y a trois especes differentes de la courbe 
gaucbe (generale) de quatrieme ordre et de premier genre, 
c'est-ä-dire: 

l*'' cas — Courbe reelle monogrammique : le tetraedre conjugue a deux 
sommets reels; il y a deux cones quadriques reels qui passent par la courbe. 

2** cas — Courbe reelle digrammique: le tetraedre n'a aucun sommet 
reel; il n'y a aucun cone reel. 

3** cas — Courbe reelle digrammique: le tetraedre a quatre sommets 
reels, qui donnent quatre cones reels aussi. 

En outre, Tintersection de deux quadriques reelles (qui ne se touchent 
en aucun point) presente un autre cas possible: 

4' cas — Courbe imagiuaire: le tetraedre a quatre sommets reels; 
mais il n'y a que deux cones reels. 

171. Quon revierine maintenant a la surface cubique generale F3, et 
qu'on remarque que dans toutes les cinq especes qu'elle peut presenter (159.) 
il y a toujours trois droites reelles situees- dans un mdme plan: soient ces 
droites a^ b, c. La premiere polaire du point 0, commuu a 6 et c^ est une 
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quadrique gauqhe qui ne passe pas seulement par les droites b^ c; eile coupe 
Fi aussi suivant une courbe gauche C« de quatrieme ordre (premier genre), 
lieu des points ou F3 est touchee par des droites issues de 0. Cette courbe 
gauche rencontre chacune des droites b, c en deux points, qui sont evidemment 
les mdmes ou cette droite touche deux coniques de la surface. 

La courbe C4 est la base d'un faisceau de quadriques coupant F^ suivant 
des coniques, dont les plans passent par la droite a (143.): ainsi ces quadriques 
et les plans par a forment deux faisceaux projectifs propres a engendrer la 
surface F3. Remarquons de plus (143.) que les plans par a sont les polaires 
du point par rapport aux quadriques correspondantes ; d'oü il resulte que la 
surface cubique est completement determinee par la courbe gauche C4 et par 
le point 0. 

Les autres 24 droites sont, deux a deux, situees dans les 12 plans 
tritangents qui passent par a^ b, c; parmi lesquels, les 4 plans par a sont de- 
termines par les sommets des 4 cones quadriques qui passent par C«; et les 
autres sont les plans qu'on peut mener par 6 et c ä toucher ailleurs C| (112.). 

A present, il faut demontrer qu'en choisissant la courbe C4 et le point 
d'une nianiere convenable, on peut deduire toutes les cinq especes des sur- 
faces cubiques, de ce mode de generation. 

172. Que la courbe C4 seit reelle, digrammique et placee 
sur quatre cones quadriques reels, et que le point seit exterieur 
a tous les quatre cones: auquel cas (168.) non - seulement passent par 
deux cordes reelles 6^ c de C4, mais, en outre, les plans polaires de se 
coupent suivant une droite a, qui rencöntrera chaque cone en des points reels. 
D'oü il resulte que par a passent quatre plans tritangents (de F3) reels (les 
plans polaires de par rapport aux quatre cones), chacun desquels contiendra 
(outre a) deux droites reelles. On peut ajouter (168.) que chacune des droites 
b, c coupera en deux points (reels ou non) un mdme trait de C4; et que par 
chacune de ces droites on peut consequemment mener quatre plans tangents 
ä la courbe gauche, et des lors tritangents a F3. Cela est propre et exclusif 
a la preroiere espece des surfaces cubiques (156.); donc chacun de ces huit 
plans tritangents par b ou par c contiendra deux autres droites reelles. Ainsi 
la surface engendree aura 27 droites reelles. 

Reciproquement, on peut demontrer que le choix adopte pour C4 et pour 
le point est necessaire afin que la surface engendree seit de la premiere 
espece. 
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173. Si la courbe C4 est de nouveau reelle^ digrammique 
et placee sur quatre cones quadriques reels^ mais que le point 
seit Interieur a tous les quatre cones, nous aurons encore (168.) 
quatre plans tritangents reels par chacune des droites a, b, c. Mais, comme 
dans ce cas la droite a (intersection des plans poiaires de 0) est entierement 
ext^rieure ä tous les cones, il en suit que chacun des quatre plans par cette 
droite, ne rencontrant pas le cone correspondant suivant des droites reelles^ 
coupera F3 suivant deux droites imaginaires conjuguees. Ce resultat est propre 
et exclusif ä la cinquieme espece (157.); donc chacun des huit plans par b 
ou par c contiendra aussi une couple de droites imaginaires conjuguees. Ainsi 
la surface engendree aura trois droites reelles et douze couples 
de droites imaginaires conjuguees qui se coupent. 

Reciproquement, on peut demontrer que pour engendrer une surface 
cubique de la cinquieme espece, il Taut choisir la courbe C4 et le point o, de 
la maniere que nous venons de faire. 

174. Que la courbe gauche Ci soit encore reelle, digram- 
mique et placee sur quatre cones reels, et que le point soit 
pris dans Tespace Interieur a deux cones et exterieur aux deux 
autres: auquel cas la droite a renconlrera (en des points reels) les deux 
derniers cones seulement, et chacune des droites b^ c sera appuyee a tous 
les deux traits de C4. D'oü il resulte (168.) que par a passeront quatre plans 
(tritangents) reels, dont deux seulement couperont F3 suivant d'autres droites 
reelles; et que par 6 et c il ne passera aucun plan (tritangent) reel. Cela 
est propre et exclusif a la troisieme espece; la surface engendree aura 
donc sept droites reelles, deux couples de droites imaginaires con- 
juguees qui se coupent. et huit couples de droites imaginaires 
conjuguees qui ne se coupent pas. 

11 y a deux autres manieres d'obtenir la surface cubique de la troi- 
sieme espece: l"". si C« est reelle, digrammique, sans aucun cone quadrique 
reel, le point etant du reste tout a fait arbilraire; 2"". si C4 est imaginaire. 
et que le point soit exterieur a tous les deux cones reels. 

175. Soit d une courbe reelle, monogrammique, et que le point 
soit exterieur a tous les deux cones quadriques reels qui passent par la courbe: 
auquei cas (165.) il y aura deux plans reels par a, chacun contenant deux 
autres droites reelles; et de meme il y aura deux plans reels par chacune 
des droites b et c. Cela est propre et exclusif ä la deuxieme espece; d!ov 
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il resulte que chacun des quatre plans reels passant par b ou par c coupera 
F3 suivant deux aulres droiles reelles. Ainsi la surface engendree aura 
quinze droiles reelles et six couples de droites imaginaires con- 
juguees qui ne se coupent pas. 

Reciproquement, on peut demontrer que le choix adopte pour C4 et pour 
le point est necessaire aßn d'obtenir une surface cubique de la deuxieme espece. 

176. Ell dernier Heu, supposons que la courbe C4 soit reelle mono- 
grammique, et que le point soit interieur a tous les deux cones reels. Dans 
cecas(165.), par chacune des droiles a^ b^ Cy il ne passe que deux plans reels ; 
et chacun des deux plans par a contiendra deux droites imaginaires conjuguees. 
Nous tombons ainsi sur la quatrieme espece; et par consequent chacun des 
plans reels par 6 ou c donnera aussi deux droites imaginaires conjuguees. 
La surface engendree aura donc trois droites reelles, six couples 
de droites imaginaires conjuguees qui se coupent, et six couples 
de droites imaginaires conjuguees qui ne se coupent pas. 

Et reciproquement^ afin d'obtenir une surface cubique de la quatrieme 
espece, il faut choisir la courbe d et le point de la maniere que nous venons 
d'indiquer. 

177. Dans tout ce qui precede, il est entendu qu'on veut prendre 
pour base des Operations un plan tritangent avec trois droiles reelles: et 
nous avons demontre quMl est possible d'engendrer toutes les cinq 
especes de la surface cubique generale. 

Mais si Ton voulait partir d'un plan tritangent reel contenant une seule 
droite reelle a et deux droites imaginaires conjuguees b et c, il ne serait plus 
possible d'oblenir la premiere et la deuxieipe espece, car ces especes n'ad- 
meltent aucune couple de droites imaginaires qui se coupent. Au contraire, 
on peut construire les trois aulres especes, comme il suit: 

la troisieme espece, si C4 est reelle et digrammique, avec quatre cones 
reels, et que le point soit exterieur a trois cones et interieur a Tantre; 

la quatrieme espece, si d est reelle, monogrammique, et que le point 
soit interieur ä Tun des deux cones et exterieur ä Tautre; 

enfin, la cinquieme espece, si C4 est reelle et digrammique, avec quatre 
cones reels, et que le point soit interieur ä trois cones et exterieur au 
quatrieme; ou bien si C4 est imaginaire et que le point soit interieur a Tun 
des deux cones reels (et exterieur ä Tautre). 
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Heber die Vertheilung der statischen Elektrieitftt in 
einem von zwei Kugelkalotten begrenzten Körper. 

(Von Herrn F. G. Mehler zu Danzig.) 



XJas Problem der ElektricitStsvertbeilung in einem von zwei sich 
nicht schneidenden Kugeiflächen begrenzten Körper ist bekanntlich schon von 
Poisson für den besonderen Fall gelöst worden, dass der Körper ans zwei 
vollen Kngeln besteht und keine äusseren Kräfte auf ihn einwirken; seine all- 
gemeine und vollständige Lösung aber hat es durch eine im Jahre 1862 er- 
schienene Schrift des Herrn C. Neumann erhalten, deren Methoden und Haupt* 
resiiltate man auch in diesem Journal (Bd. 62, p. 36 — 49) angegeben findet. 
Meine Absicht ist es, den bisher, so viel ich weiss, noch unerledigten Fall 
in Betracht zu ziehen, wo die Grenzen des Körpers durch zwei sich schnei- 
dende Kugelflfichen bestimmt sind. Jeden der vier gesonderten Räume, in 
welche zwei solche Flächen den ganzen unendlichen Raum theilen, wird man 
nach Beli(;ben als die Klektricität leitend oder nicht leitend voraussetzen können. 
Welche Anordnung man aber in dieser Beziehung auch treffen, und wo 
auch immer in dem nichtleitenden Räume der Sitz der vertheilend wirkenden 
elekfrifichen Massen sein möge, so sind doch alle daraus entspringenden Pro- 
bleme, mich d(}m jetzigen Stande der allgemeinen Theorie, als vollständig 
ueiöM zu betrachten*), sobald man kennt: 

I. Die l)ichtis:keit der elektrischen Schicht, welche durch einen elektri- 
schen MfiMHenpunkl auf einem von zwei Kugelkalotten eingeschlossenen Körper 
hervortferufen wird und gebunden bleibt, wenn dieser Körper mit einem. un- 
n\A\\v\\ uroMsen Leiter in leitende Verbindung gebracht wird. 

II. Die durch Influenz eines elektrischen Massenpunktes erzeugte Ver- 
Iheiliinu in einem Leiter, der von innen durch zwei Kugelkalotten begrenst, 
nnrh iiiis.Hf*fi hin unh(f^renzt ist. 

III. Die Verth(Mlung einer gegebenen Elektricitätsmenge auf einem 
iüolirten Leiter der ersten Art. 

Bei il<M' Behandlung dieser Aufgaben, von denen fibrigens die dritte, 

* f Mein v4fr^:l(M('lin die beiden Aufnätze des Herrn Lip^chiiz in Bd. 58, p. 1 — &3 
ijii'l 10:^—17«^ (lieH<;H JournalH. 
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wie stets bei einem Leiter, der nur aus einem einzigen Stücke besteht, als 
ein Grenzfall der ersten angesehen werden kann, werde ich mich der Coor* 
dinaten bedienen, welche Herr C. Neumann seiner y^Theorie der ElektricUäts- 
und Wärme- Vertheilung in einem Ringe^ (Halle 1864) zu Grunde gelegt hat. 
Die Integration der DiiTerentialgleichnng des Potentials wird Zunächst mit Hälfe 
einer durch ein bestimmtes Integral definirten Transcendenten geschehen, welche 
hier dieselben Dienste leistet, wie die ^Besselsche Function* für zwei sich 
berührende und die Laphcesche Function Pn{x) für zwei völlig getrennte 
Kugelflächen; aber durch eine einfache Transformation wird es gelingen, das 
Resultat von jener Transcendenten zu befreien und in die Form eines einfachen 
bestimmten Integrales zu bringen, das unter dem Integralzeichen nur noch 
Kreis- und Exponentialfunctionen enthält. In gewissen speciellen Fällen, zu 
denen auch das von Herrn Lipschits in dem zweiten der vorhin citirten Auf- 
sätze und auch in einer späteren Arbeit*) behandelte ^kreisförmig begrenzte 
Segment einer Kugelfläche* gehört, ist sogar dieses Integral selbst auf Elementar- 
functionen zurückfährbar. Wenn nun Herr Lipschitss an dem letztgenannten 
Orte ein Verfahren angegeben hat, welches geeignet ist, die elektrostatische 
Vertheilung auch für eine beliebige Anzahl von ganz ausserhalb einander 
liegenden Kugelflächensegmenten zu bestimmen, und wenn man selbst annehmen 
will, dass dieses Verfahren auch für den Fall zweier Segmente mit gemein- 
schaftlichem Rande zulässig sei, so ist doch zu beachten, dass eine wirkliche 
Durchführung desselben die Ausführung einer unendlichen Reihe von Integrationen 
erfordern würde, und daher eine directe Lösung nichts weniger als fiberflüssig 
gemacht wird. 

Noch muss ich bemerken, dass mittels des zuerst von Herrn W. Thomson 
aufgestellten Princips der sphärischen Spiegelung, das ich indessen nur aus 
der von Herrn Lipschitz gegebenen Darstellung kenne, das Problem I. sich auch 
auf III. zurückführen lässt; aber dieser Umstand konnte mich nicht hindern, 
den entgegengesetzten Weg einzuschlagen, weil die directe Lösung der ersten 
Aufgabe sich mit derselben Leichtigkeit, wie die der letzten, bewerkstelligen lässt. 

§1. 

Einführung der Coordinaten und der die Lösung vermittelnden Transcendenten. 
Der Mittelpunkt des Kreises K, welcher den gemeinschaftlichen Rand 
der beiden den Leiter begrenzenden Kugelkalotten bildet, werde zum Anfangs- 

*) Bd. 61; p. 1 — 21 dieses Journals. 
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punkt eines rechtwinkligen Coordinatensystems gewählt, und die Achse der x 
stehe senkrecht auf der Kreisebene« Man kann diese Ebene sich stets in 
horizontaler Lage und den positiven Theil der o?- Achse nach oben gerichtet 
vorstellen. Die Ebene, welche durch irgend einen Punkt {x^y^m) und die 
X - Achse gelegt wird, schneidet den Rand in zwei Punkten, nach denen hin 
wir von {x, y, z) aus Radienvectoren ziehen. Von den beiden Winkeln, welche 
diese Radienvectoren bilden, bezeichnen wir, Herrn C. Neumatm folgend, den 
hohlen oder den erhabenen durch w, je nachdem (x, y, z) oberhalb oder unter- 
halb der j^js- Ebene liegt; ferner durch e^ das Verhältniss des grösseren Radius- 
vectors zum kleineren, und endlich durch (p den Winkel, welchen die vom 
Anfangspunkt der Coordinaten nach dem Endpunkt des kleineren Radiusvectors 
gezogene Gerade mit der positiven Richtung der y- Achse bildet. Der Winkel 9 
wird als zunehmend betrachtet werden im Sinne einer Drehung von der 
positiven y- Achse nach der positiven s- Achse hin. Um alle Punkte des 
Raumes zu erschöpfen, muss man co und <p von bis 2n und & von bis 00 
variiren lassen, und je nachdem man entweder lo oder ^ oder 0^ einen con- 
stauten Werth beilegt, ist der Ort des Punktes (x, y, z) entweder eine durch 
den Kreis K begrenzte Kugelkalotte oder eine durch die Achse der x be- 
grenzte Ebene, oder eine Ringfldche, entstanden durch Rotation eines Kreises, 
der auf der o:- Achse zwei feste imaginaire Punkte im Abstände ±0^—1 vom 
Anfangspunkt hat, wenn a den Radius des Kreises K vorstellt. Der Zusammen- 
hang zwischen den ursprünglichen und den neuen Coordinaten wird durch die 
folgenden Formeln gegeben, in denen i die Bedeutung von )/~-l hat: 

Bin w 

' X == a 



cos i^i — coe » ' 



.4 . I a sm&ico^w 

(1.) (y = -. ^. ^— , 

^ ^ \ ^ t cos trt -— CO8 w " 

a Ain &i sin g> 

3 = -: S:: • 

% COSlTt — COSft/ 

Ffir das Quadrat der Entfernung r des Punktes {x,yyz) von einem zweiten 
Punkte Cxi,^,,«,) oder («^i, 75,, co,) findet man: 

.rt \ 2 9 2C08^co8^,i + 8indt8inil>,tco8(qp — 9,) — C08(ft> — w,) 

^ *' (c08l^l — C08»)(c08lJ',t-— cos«,) ' 

so dass 

r a^2 P 
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wird, wenn man zur Abkflrzung setzt: 



}'[cos&icos9^ti+sini9is\i\t9iicos((p—(pi)—cos((Jt} — (Oi)] = P. 

Aus dem Ausdrucke für r^ erhält man, indem man die beiden Punkte einander 
unendlich nahe rücken, d. h. Xi = x + dXy d^^ = &-^d& etc. werden lässt, das 
Quadrat des Linienelements: 

(3.) rfa?Hrfy'+rfa' = ^{d»''-sW»idcp'-\-do}'). 

Vermittelst desselben wird die DiiTerentialgleichung J^V = in die folgende 
transformirt: 

^ ••' d&\ ip' d&J'^p'mn&i'dqp^'^ do)\ ip* du,) ~ "» 

und diese nimmt durch die Substitution V = pU Ale wesentlich einfachere Ge- 
stalt an: 

Enthält U die Variablen & und (p nur in der Verbindung: 

(6.) cos i?f cos i9^i i+ sin ^' sin ^ii cos (y—y,) = cos^i, 

wobei ri stets reell ist und positiv genommen werden darf, so verwandelt sich 
die letzte Diiferentialgleichung in: 

und von dieser ist die Function 

P~* = (cos^i — cos(a), — cü))~* 

ein particuläres Integral. 

Unsere nächste Aufgabe wird nun darin bestehen, fflr P^^ eine unseren 
Zwecken entsprechende Darstellung durch eine Summe von Elementen zu fin- 
den, deren jedes für sich der Gleichung (7.) Genüge leistet und dabei in zwei 
Factoren zerfällt, von denen der eine nur von (0|— co^ der andere nur von tj 
abhängt. Setzt man in der Gleichung 



p-i ^ 2^r du 

nJ m' + cos fji — cos (^(0^ — w) 



cosai statt tf^+cosT^i^ so wird dieselbe leicht in die folgende Form gebracht: 

p-i ^ JL f coti(ft>,-ft>->«t)-cotiC^.~a> + «0 j^ 
Journal fUr Mathematik Bd. LXVIII. Heft 2. 18 
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Aber bekanntlich ist, wenn lOi — o) zwischen und 27i liegt: 

co[^(a), -ü)-ai) = —J j-—^ dt, 

(I 

oder wenn man ^ = e"'^"'^ setzt : 

cot4(«>i — «>— «0 = 2/ — ^^ ^^-^^ r-^ — ^-^—du. 

Von dieser Gleichung ist die durch Verwandlung von a in — a daraus her- 
vorgehende zu subtrahiren und das Resultat in den letzten Ausdruck von P~^ 
zu substituiren. Kehrt man alsdann die Reihenfolge der Integrationen um und 
bezeichnet durch /«(^) die Transcendente: 

sin fia da 



(8".) J,{ri) = -JL^ r , ""^"^ 



— . ^ 
cos 171 

so wird i^""*^ unter der Voraussetzung, dass 0<r a>i — to < 27r, durch das fol- 
gende bestimmte Integral dargestellt: 

cos (71 — (w, — wi) ) f.1% J^ (jj) dju. 

Wenn man in der soeben erhaltenen Gleichung statt (Vi^—o) eine complexe 
Variable iff+U einführt und 2e~'^'''F{r],u) statt /e,(^) schreibt, so nimmt ihre 
rechte Seile die Form an: 

U 

und die Function F{jj^u) bleibt zufolge (8".) für jedes endliche jn endlich und 
nimmt auch für /t = cc sicher keineu unendlich grossen Werth an. Das Integral 
behält also, wenn 1// zwischen und 27i gewählt wird, stets einen bestimmteu 
Sinn und ist offenbar eine eindeutige und stetige Function von iff+ki. Eben- 
dasselbe gilt von der linken Seite von (9.)? wenn ihr reeller Theil stets mit 
einerlei Vorzeichen genommen wird, und zwar mit dem positiven, weil dieses 
für /. — Gellung hat. Deshalb ist die Substitution (Oi — u) = tp+li in (9.) 
für jedes reelle l gestattet, wenn die Bedingung 0<Zy^<i2n festgehalten und 
das Vorzeichen der Wurzelgrösse in der angegebenen Weise bestimmt wird, 
und folglich ist auch: 

y.x 
cos {n—ifj)jni cos kii Jf,{^) du = ^-2'(cosryf — cos(i/'+Tii))"*, 

wenn die Summe auf der rechten Seite sich auf die beiden Werthe r = 1 und 
T = — 1 bezieht. Ein genaueres Eingehen auf das Verhalten von J^ (17) fflr 
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ein unendlich grosses u wärde zeigen, dass man in (10.) sogar t// = oder 
= 271 nehmen darf, wenn rj nicht = und A^ nicht = if ist, dass also 

/»oo 
cos iu . cos TTjüi J^ (rj) du = (cos ryt — cos li)7^ (für <C ^ < ^) 

= (für 7? < A < co), 

und die Vergleichung der linken Seite dieser Gleichung mit der Darstellung, 
welche für die rechte Seile durch Anwendung des Fa^irierschen Satzes ge- 
wonnen wird, würde für •/^(^) den neuQn Ausdruck ergeben: 

Wir wollen den strengen Beweis dieser Formel aber lieber auf einem anderen 
Wege führen , auf dem wir auch noch andere bemerkenswerthe Ausdrücke 
für Jft{ri) gewinnen werden. Die Gleichung (10.) ist sicher gültig für t/' = 7r 
und liefert: 

/.x 
cos In J^ (ri) du, 



SO dass zufolge des Foiinerschen Satzes: 

(8'-.) JJr]) = 1-/ ^ ^ "" 

Bringt man dies Integral in die Form: 

ersetzt den reciproken Werth der Quadratwurzel durch das bestimmte Integral 

— / 

n J 



dt 



z-\- (lo^rii -\- ismriiiio^t 



wd wendet, nach Umkehrung der Integrationsfolge, die Substitution 

j5 = (cosi?i + fsin7?icos()Ä' 
an, so wird die Integration nach z ausführbar, und man erhalt: 

(8^0 JM = — ^^ /''(cos??«+fsin7?fcos0'"~*rf<. 

Durch die Substitution cosr/f+fsin7?fcos/= e% welche nur für 7y = unstatt- 
haft ist, erweist sieb dieser Ausdruck als identisch mit dem in (8*.) befind- 
lichen, dessen Gültigkeit somit ebenfalls bewiesen ist. 

Aus dem in (8^) enthaltenen Ausdrucke der Function J^{ri) ergiebt 
sich am leichtesten, dass dieselbe der Differentialgleichung 

18» 
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und folglich jedes Element des Integrales in (9.) der Gleichung (7.), Genüge 
leistet^ Ferner dass sie nebst ihren sämmtlichen nach cosTji genommenen Dif- 
ferentialquotienlen bis tj = inclusive stetig bleibt, und endlich, dass sie sich 
in eine nach Potenzen der positiven Grösse A = i(cos ?/«—!) fortschreitende, 
jedoch nur von ä = bis A=l convergente Reihe entwickeln lasst: 

•^^^^^ ■" cos^m L^ 2' ^ 2'4' J 

Hieraus lässt sich der enge Zusammenhang der Transcendenten /,, (i;) sowohl 
mit der Besselschen Function J{x) als auch der Lap/acßschen P^(cos0) sofort 
erkennen. Nimmt man nämlich fi unendlich gross und h unendlich klein, je- 
doch so, dass 4iu^h einen endlichen Werth x^ behält, so geht die in der Klammer 
befindliche Reihe über in J{x)'^ setzt man dagegen 2,t/i— 1 = 2» und A=— sin^^ö 
(d. h. 71% = 0)^ so verwandelt sie sich in die von Dirichlet gegebene, nach 
Potenzen von sin^ö fortschreitende Entwicklung von P„(cos6J. 

§. 2. 

Das Potential der durch einen Massenpunkt erzeugten Vertbeilung, dargestellt 

mit Hülfe der TranscendeDten Jfi(f])- 

Die Gleichungen der den Leiter begrenzenden Kalotten seien w = y 
und io = (i, und es sei y</3, so dass, wenn y und /?, der bisherigen Fest- 
setzung über das Intervall von lo entsprechend, beide zwischen und 2n 
gewählt werden, die zweite Kalotte stets unterhalb der ersten liegt. Die Be- 
dingung dafür, dass ein Punkt {&,if^w) innerhalb des Leiters liege, wird 
durch die Ungleichheil y<^o)<iß ausgedrückt, und der Punkt liegt ausser- 
halb desselben, wenn co entw^eder zwischen ß und 2n oder zwischen und 
Y enthalten ist. Hiernach mOsste die Variable o) beim Durchgange des Punktes 
durch das Unendliche oder den den Rand umgebenden Theil der ^js- Ebene 
plötzlich von einem der Werthe 2n und auf den andern überspringen; allein 
diese Unstetigkeit, welche in der Rechnung zu sehr lästigen Unterscheidungen 
Veranlassung geben würde, lässt sich vermeiden, wenn man den W^inkel ai, 
der nach (1.) nur bis auf ein beliebiges zu addirendes Multiplum von 27i als 
Function der rechtwinkligen Coordinaten bestimmt ist, nachdem er den Werth 
2n erreicht hat, von da sich continuirlich bis 2n-\-y ändern lässt, so dass 
für Punkte ausserhalb des Leiters die eine Ungleichheit /?<:;cü<;27r+y be- 
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steht. Jetzt steht auch nichts im Wege, der Constanten ß einen Werth zu er- 
theilen, der >> 27i aber <C2n+y ist, und in diesem Falle besitzt der Leiter 
unendlich grosse Dimensionen, während der nichtleitende Raum von der Kalotte 
y und der jetzt oberhalb dieser befindlichen Kalotte ß vollständig eingeschlossen 
wird. Dadurch wird es möglich^ die in der Einleitung aufgestellten Probleme I. 
und IL gleichzeitig zu behandeln; es werden sich nämlich die nachfolgenden 
Entwicklungen auf das ersle oder zweite beziehen, je nachdem ß zwischen 
Y und 271 oder zwischen 27i und 27i-\-y liegt. Wir setzen also ein für alle 
Mal fest, dass: 

0<y<27r, r<ß< 2^+/. 
ferner dass fflr ausserhalb des Leiters gelegene Punkte: 

(12.) ß<co<,27i+y, 
und endlich nehmen wir fQr Punkte in der leitenden Substanz, je nachdem 
das Eine oder das Andere vortheilhafter ist: 

(13.) 7<w</? oder 2n + y <Z(o<:2n+ß. 
Die Coordinaten des erregenden Punktes, in welchem man sich die Einheil 
der negativen Elektricität concentrirt denkt, seien ^i, ^i, o^i; da dieser Punkt 
ausserhalb des Leiters liegen muss, so muss (o^ zwischen ß und 27?+/ ent- 
halten sein. Die Lösung der Aufgaben L und IL erfordert nun die Kennt- 
niss eines Potentiales V, welches von einer nur auf der Oberfläche des Leiters 
befindlichen Massenschieht herrührt und für jeden beliebigen Punkt der Ober- 
fläche dem reciproken Werthe (^ — ) seines Abstandes von (^i,yi,coi) gleich 

wird. Ich behaupte, dass dieses Potential V, bezogen auf irgend einen Punkt 
(&,(p,ü))^ sich für den ganzen Raum durch die folgenden Formeln darstellen lässt: 

^= Vß+V„ 

V — ÜEl. U V — PP' IT 

(14.) Ijj^ =y"Afl cos in-(o + ß)/tiiJ^(Tj)dfi, (ß^(o^2n+ß), 

U 

-4yCOs(7i — cü4-y)^iV^(??)rf.a, (y^w^27i + y), 



wenn Aß und Ay passend als Functionen von in bestimmt werden, und wenn 
man, den beigefügten Ungleichheiten entsprechend, für innere Punkte in Uß 
die zweite, in Uy die erste der Ungleichheiten (13.), für äussere Punkte da- 
gegen in beiden Ausdrücken die Ungleichheit (12.) bestehen lässt. Um diese 
Behauptung zu rechtfertigen, soll zunächst gezeigt werden, dass in der That 
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Aß und Ay sich so bestimmen lassen, dass die auf die Oberfläche bezügliche 
Bedingung befriedigt wird. Lässt man den variablen Punkt (^^</)^co), z. B. 
von aussen her, in die eine oder die andere der begrenzenden Kalotten rücken^ 
und beachtet, daäs die Gleichung (9.) des vorigen §. auf die Werthe co = /9 
und w=y anwendbar ist, weil die Differenzen W| — /? und coi—y posiliv und 
<C 271 sind, so sieht man, dass die folgenden beiden Gleichungen zu erfüllen sind : 

{Uß + Uy )(,,..^) = P^^Lßy =J *cos(7r-coi +ß),uiJ^{7])d^i, 

und diese werden erfulll, wenn: 

Aß cos7iui + Ay cos (:^ +y — ß) ui = cos (tt—co, + ß) f^iy 
Aß cos (ji -\- y — ß) ui + Ay cos TT fti == co8(7t — Wi + y)!Ji. 

Hieraus folgt: 

Nachdem nun Aß und Ay so bestimmt worden sind, dass V sich an der Ober- 
fläche auf den vorgeschriebenen Werth reducirt, so wird die ausgesprochene 
Behauptung ihrem ganzen Inhalte nach bewiesen sein, sobald noch nachge- 
wiesen sein wird, dass Vß und Vy für den ganzen Baum resp. dik Potentiale 
zweier Massenschichten vorstellen, von denen die erste nur auf der Kalotte ß^ 
die zweite nur auf der Kalotte / vertheilt ist. Hierbei genügt es aber offen- 
bar, sich auf die Betrachtung von Vß zu beschränken. 

1. Die Function cos(:7i— w + /i)//«J^,(i?) ist endlich und stetig in Be- 
zug auf die Variablen //, o)^ ?;, sie wird am Bande, wo S- und folglich auch 
/^ = ^, gleich Null, und sie hat zu beiden Seiten der Kalotte, d. h. für w=ß 
und o) = 27T + ß^ einen und denselben Werth. Der Factor Aß ist ein echter 
Bruch und convergirt für // = ex hinreichend stark gegen Null, damit das In- 
tegral, durch welches Vß in (14.) definirt ist, stets einen bestimmten Sinn be- 
halte. Die Grösse/? ist stetig und endlich, ausser in unendlicher Nähe des Randes, 
und verschwindend klein für unendlich entfernte Punkte, weil für diese i^ und cfi 
sich resp. unendlich wenig von und 2n unterscheiden. Ferner ist auch rj 
mit Ausnahme des Randes endlich und eine stetige Function nicht allein der 
Variablen rA und ^^ sondern auch der rechtwinkligen Coordinaten, indem es 
auf der a;- Achse, wo «9^ = und (p unbestimmt, nach (6.) von 9) unabhängig 
ist. Aus dem Gesagten geht hervor, dass Vß im Unendlichen verachwindet 
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und im ganzen Räume sich stetig ändert ^ wofern nicht etwa am Rande, wo 
i^ = cx> und CO unbestimmt ist und Va unter der Form oc.O erscheint, eine 
Ausnahme eintritt. Wir wollen aber zeigen, dass auch am Rande Vß einen 
endlichen und eindeutigen Werth behält, und zu diesem Zweclie haben wir 
nur nachzuweisen, dass ^das Product e^'^Uß für 7^ = 00 gegen einen festen und 
von ü) unabhängigen Werth convergirl. Mulliplicirt man beide Seiten von (8^) 
mit e*'' und verwandelt a in ri + a, so wird, bis auf verschwindend kleine 
Grössen, für ?? = 00 : 

und daher: 

Theilt man das Integral nach /t in zwei andere mit den Grenzen und \ n, 
\n und 00, so verschwindet das zweite für rj^oo^ und das erste reducirt 
sich nach einem Theorem von Dirichlet auf den Werth von Äß für .a = ; 
es wird also für ?; = oc : 

6*'i/,' = ^ Äp{o)r-^= = >/2. M^~^' , 

ist somit in der Tbat endlich und von w unabhängig. 

2. Es ist auch leicht einzusehen, dass die ersten nach x, y, üs ge- 
nommenen Differentialquotienten von Vß nur beim Durchgänge durch die Kalotte /!f 
eine Stetigkeitsunterbrecbung erleiden, und dass sie nur am Rande unendlich 
grosse Werthe annehmen können. 

3. Da y^ (iy) der Differentialgleichung (11.) genügt, so genügt Uß der 
Gleichung (5.) und folglich Vß der Gleichung (4.) oder J^Vß=0, 

Hiernach besitzt in der That Vß die characteristischen Eigenschaften des 
Potentials einer auf der Kalotte ß vertheillen Mas&enscbicht, und die Gleichungen 
(14.) und (15.) enthalten, wie behauptet wurde, die Lösung der Aufgabe. 

§. 3. 

Andere AuadrUcJce für da» Potential; welche die TrauBcendente «/^(i?) nicht enthalten. 

Bestimmung der Dichtigkeit. 

Um die Ausdrücke von Uß und Uy in (14.) in andere überzuführen, 
in d^uen J^ (i;) nicht mehr vorkommt, sollen Aß und A^ in geeigneter Weise 
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durch bestimmte Integrale ersetzt werden. Als Ausgangspunkt kann die be«- 
kannte, für — 1 < « <C 1 und —7i<C^<C^ göltige Formel dienen: 

sino< 



sind /** ai"-}-^""* ^^ 



sina^ n J ir + 2c08d + 

Dieselbe bleibt, wie sich in üblicher Weise rechtfertigen Ifisst, auch dann noch 
richtig, wenn a eine complexe Grösse, deren reeller Theil zwischen —1 und 
1 liegt, oder auch eine rein imaginäre Grösse bedeutet. Führt man also statt 
a8 und an die Werthe: 

ein, macht noch zur Abkürzung: 

(16.) 1n^y-ß = -1-, 

so dass: 

8 = »(27r + y — a>|) = n — n^cj^ — ß)^ 

und setzt endlich \ogx = —nl, so erhält man: 



A ^ ' f o\ /** COS Ali dA 

f^ n J cosnxt — cos n(iw, 

^ ' 



A) 



Für Ay gilt ein ganz ahnlicher Ausdruck, der sich von dem vorstehenden nur 
dadurch unterscheidet, dass er unter dem Integralzeichen im Nenner statt der 
Differenz der beiden Cosinus die Summe eben derselben enthält. Nach Ein- 
führung dieser bestimmten Integrale für Afi und Ay in (14.) wird die Integration 
nach II vermittelst der Gleichung (10.), worin y\) resp. =o}—ß und =co— y 
zu setzen, ausführbar, und man gelangt zu dem Resultate: 

P 2n ^ * ' ;/ cüsnAt— -co8ii(w, — /?) ^ 

y 2n ^ * ' c/ co8wAi-j- co8n(w, — /f) 

Diesen beiden Ausdrücken sollen jetzt, wenigstens für ausserhalb des Leiters 
gelegene Punkte, zwei andere für die Summe und die Differenz von Uß und 
Uy an die Seite gestellt werden, bei welchen unter dem Integralzeichen statt 
des complexen Arguments der (— i)"" Potenz ein reelles auftritt, und welche 
einige specielle Eigenschaften des Potentials, die ans (17.) nicht unmittelbar 
ersichtlich sind, leicht erkennen lassen. Man könnte die in Rede stehenden 
Darstellungen durch Transformation von (17.) mittels imaginärer Substitutionen 
ableiten, gelangt aber noch einfacher auf folgendem Wege zum Ziel. Nacli- 
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dem man für Aß und Ay ihre Werthe aus (15.) in die beiden letzten der 
Gleichungen (14.) eingesetzt hat, addire man diese Gleichungen, was für äussere 
Punkte ohne Weiteres erlaubt ist, weil dann bei beiden für co dieselbe Un- 
gleichheit gilt; von der Summe subtrahire man die Gleichung (9.), wodurch 
die Bedingung cwi — cü>0 eingeführt wird : man findet dann nach einigen leichten 
Umformungen der Producte aus cos und sin: 



=/ 



00 






Ist aber w, <«), so muss man in (9.) a>| — co in co — Wi verwandeln und kommt 
dann zu einem Ausdrucke, der sich von dem vorhergehenden nur durch Ver- 
tauschung von iOi und w unterscheidet. Substituirt man nun für s\nnfxiJ^{n) 
seinen Werth aus (S'*.) und setzt: 



SO wird die Integration nach / vermöge einer von Euler herrührenden Integral- 
formel ausführbar, und es ergiebt sich: 

/OD 
D . (cos ai — cos ??f )"^ rf«, 

p. sinnat sinnat 



cosfiai — co8n(a^j — ai) cosnat — C08n(^w, +** — ^ß) 

Dasselbe Resultat gilt auch für co^ < co, weil D durch die Vertauschung von 
CO und (Ol ungeändert bleibt, und es gilt auch noch für (üi^o)^ wenn nicht 
gleichzeitig ^ *= 0, in welchem letzteren Falle es unter der Form oo - oo er- 
scheint. Ersetzt man übrigens jP"^ durch das bestimmte Integral 

p_i 1 /'*(cosai — C08i7t)""i8maida 

ni J cos OLX — cos (cu, — w) 

und bringt dies mit dem in (18.) stehenden unter dasselbe Integralzeichen, so 
erhält man eine Formel, die auch dann noch gilt, wenn gleichzeitig (x^i^m 
mid i? = 0, also d-=&i und q> = (p^^ d. h. wenn der Punkt {O^^^^o)) mit 
("^1 9 9i 9 "^i) zusammenfällt. 

In ganz ähnlicher Weise, und zwar mit Benutzung des in (8^.) ent- 
haltenen Ausdrucks von Jf,{ri\ findet man für die Differenz von Uß und U^: 

Uß-Uy = aP-''+— P S.{co3f]i-co3ai)'^da, 

(19.) ( , "^ 

^ _ 8iDn( co, — o)) sin n(a), -f &> — 2^) 

cofitat — C08n(<tfi— o;) cosnai — co8ii(iiij -j-w — 2/J) ' 
Journal fOr Bfathematik Bd. LXVIII. Heft 2. 19 
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worin a=—l oder =+1 zu setzen, je nachdem (o^—o) positiv oder negativ, 
und 97^0 vorausgesetzt ist. Für ?; = hat man statt des Integrales den 
Grenzwerth zu nehmen, dem es für ein unendlich kleines rj zustrebt, und 
welcher sich mit Hülfe der Substitution a = r^a' ermitteln lässt. Man findet 
auf diese Weise: 

( U^ - f^y)(^=o) = - ^2sinl((o,^a;) + ^2 1^^^^ i^ {iO,-u)) + coi ^n (w,+ io - 2/5)], 

welche Grösse offenbar auch für ein unendlich kleines positives oder negatives 
ü)i—a) sich einer und derselben endlichen Grenze nähert, wie es sein muss. 
Uebrigens kann man, um die Analogie zwischen (19.) und (18.) vollständig 
zu machen, für öP"* das bestimmte Integral 

n— 1 2 . ,, X /*''' C COS tji — cos ai)-icos 4 airfa 

ö/^* = smi(coi — cy) / -^^ : ^ ^ 

ti ^^ ^J cos ai — codCo;. — ta) 

setzen, auf welches man durch Verbindung von (9.) und (8^.) geführt wird, 
und welches sich auch direct durch Rationalmachung der Wurzelgrösse be- 
rechnen lässt. 

Es bleibt jetzt noch übrig, die Dichtigkeit k der elektrischen Belegung 
zu bestimmen. Hierzu dient die Gleichung: 

'^^^-' dN ""a/2 dN ' 

worin N die nach dem nichtleitenden Räume hin gerichtete Oberflächennormale 
bedeutet und nach vollzogener Differentiation co = /i oder =2;i+y gesetzt 
werden muss, je nachdem es sich um die Dichtigkeit für Punkte der Kalotte ß 
oder der Kalotte / handelt. Unterscheidet man diese Werthe von k durch 
die Zeichen kß und ky, setzt: 

^cosdi — cos(i==pß^ }/cosiW— cosy =/?y, 
und beachtet, dass für die erste und die zweite Kalotte respective 

PßdN=adü) und PydN^—ado), 
so ergiebt sich unter Anwendung von (18.) sofort: 

, __ p,n'8inw(a;, — /J) 3 /'* da?iunai(cosai— cosjjO^i 
'^^ ■" 2V2a'nU P^J (cosnae— cosw(ai,-/f))* ' 

(20.) ( '' 

, _ p,n*8inii(w, — /?) 3 /** da sin n ai ( cos ai -- coa lyQ"^ 
'^Y - 2|/2a'«'t PyJ (co8iiot + co8ii((o,-/3)/ 

Von besonderem Interesse ist es, das Verhalten von k für Punkte , die dem 



k. 
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Bande sehr nahe liegen, kennen zu lernen. Nun bemerkt man leicht, dass 
man, wenn 6 einen gewissen Factor bezeichnet, der sich für ein ins Unend- 
liche wachsendes «^ unbegrenzt der Einheit nähert, 

•* e-'^^da 






Y2a^n^ J ^e'^-^en 

setzen darf. Das hierin vorkommende Integral wird durch die Substitution 
« = 7y-flog(l + ^) in die Form eines i5J«//^schen Integrals zweiter Gattung ge- 
bracht und nimmt mit dem unmittelbar davorstehenden Factor vereinigt für 
^ = 00 den Werth an: 

in ^pI^% (cos^if + fsim^itcosCy-yO)^"^*- ß^'""^^- 

Die Dichtigkeit für einen Punkt in der Nahe des Randes ist also gleich dem 
Producte einer endlichen Grösse in die («—1)*^ Potenz des kürzesten Abstandes 
des Punktes vom Rande; sie ist daher am Rande unendlich gross, wenn die 
Zahl n, deren kleinster Werth \ ist, zwischen \ und 1 liegt, sie bleibt end- 
lich für » = 1, und sie ist gleich Null, wenn i»>>l. Nach (16.) ist n der 
Quotient von n und 2n + y—ß, und die letztere Grösse bedeutet den äusseren 
Neigungswinkel der in einem Punkte des Randes an die Oberfläche gelegten 
beiden Tangentialebenen. Es tritt also der erste oder der letzte der drei 
unterschiedenen Fälle ein, je nachdem dieser äussere Winkel >7i oder <C^, 
d. h. je nachdem der Leiter einen scharfen oder einspringenden Rand hat, und 
der zweite Fall findet nur dann statt, wenn der Leiter eine volle Kugel oder 
ein unendlich grosser Körper mit einer kugelförmigen Höhlung ist. 



§4. 

Specielle Fälle. 

Wenn n eine ganze Zahl ist, so lassen sich die beiden Restandtheile 
von D in (18.) in Parlialbrüche zerlegen vermittelst der Formel 

aiDitat _ 1 '^* BJpgt 

coB nai — cos ni2 "" « ,_4, /o 1 * o« ^ ' 

*=*' coaot — cobIi$«4 2snj 

und man findet dann durch Ausführung der Integration: 

Uß + Uy 

= — ^ (cosj/f — COS (o>— coiH — 2«nJJ +^ (cos??i— cos(cü+cüi— 2/3H — 2«7i}j . 

19» 
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Hieraus erkennt man leicht den folgenden Satz: 

Ist n eine ganze Zahl, d. h. der äussere Winkel am Rande der Kalotten 
ein aliquoter Theilton ti, so ist die Wirkung der durch einen Punkt {S'i^ (pi^ (Oi) 
von der Masse —1 erregten Verthalung nach aussen hin äquivalent der Wir^ 
kung von 2n—i im Innern gelegenen Punkten, welche die Coordinaten 

1 1 
i9'i,9)j,coj 2rT, (*=l,2,...i«— 1) und ^i , y i , 2/?— w^ 2«7r^(«=0,l,..«— 1) 

haben, und in denen respectiee die Elektricitätsmengen 

—pi (cos 1^1 1 — cos (wi 2*71 Jj und +pi (cos ^i • — cos (2ß — C0| 2snj j 

concentrirt sind. 

Werden die zu den beiden Kalotten gehörigen Kugelradien unendlich 
gross, während irgend eine an die Randkurve gelegte Tangente im Endlichen 
festgehalten wird, so geht der Leiter in einen von zwei sich schneidenden 
Ebenen begrenzten Körper über, jene 2»— 1 Punkte fallen mit den Spiegel- 
bildern des erregenden Punktes zusammen, und die ihnen mitzutheilenden 
Elektricitätsmengen sind abwechselnd =±1, ein Resultat, dessen Richtigkeit 
auch ohne jede Rechnung einleuchtend ist. Man möge aber nicht unbemerkt 
lassen, dass für ein nicht ganzzahliges n die Conslruction der Spiegelbilder 
für die Lösung der Aufgabe von keinem Nutzen ist, weil dann einTheil der 
Bilder ausserhalb des Leiters fällt. 

Noch ist ein anderer einfacher Fall, in welchem die Integration in (18.) 
sich ausfuhren lässt, hervorzuheben, nämlich derjenige, wo n ein ungerades 
Vielfaches von ^. Hier ergiebt sich, wenn man zur Abkürzung: 

co3i(ü)i-'(o + -^4:snj = cos i??«. cos*,, 

co3^(ü)i+ü)—2ß + -^Asnj = cos \r]i. cos V^s 
setzt und *« und V^« zwischen und n wählt: 

Ist n = |, A.h.ß = y, fallen also die beiden den Leiter begrenzenden Ka- 
lotten in eine einzige zusammen, so muss die erste der beiden vorstehenden 
Summen fortfallen, und die zweite ist auf das dem Werthe ^=0 entsprechende 
Glied zu beschränken. 
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§5. 

Die Vertheilung einer gegebenen Elektricitätsmenge ohne Einwirkung 

äusserer Kräfte. 

Es bezeichne, wie bisher, V das Potential der dem Oberflfichenwerthe 
r~* entsprechenden Belegung; dagegen sei e dasjenige Flächenpo lential,welches 
an der Oberfläche sich auf den conslanten Werth 1 reducirt, d. h. von einer 
gewissen Elektriciläfsmenge herrührt, die dem Leiter raitgelheilt ist und sich frei 
auf ihm verbreiten kann. Die Dimensionen des Leiters dürfen jetzt nicht unend- 
lich gross sein, d. h. es muss ß<i27i vorausgesetzt werden. Der kleinste 
Absland des Punktes [0-^^ y,, w^) von der Oberfläche sei ry, der grösste ra, und 
der Abstand von einem festen Punkte im Innern des Leiters sei =ri. Dann 
sind die Differenzen 

«— füK und r^Y—^y 

welche eben so wie V und t> die Potentiale gewisser Flächenbelegungen vor- 

stellen, an der Oberfläche respective zwischen den Werlhen und 1 — -^ 

und -^--1 enthalten, also nirgends negativ. Deshalb können jene Differenzen, 

wie nach Gauss*) leicht in aller Strenge bewiesen werden kann, auch im 
ganzen Räume nirgends negative Werthe annehmen, und es ist demnach stets : 

Lässt man nun den erregenden Punkt (^1,91, cui) ins Unendliche rücken, (d. h. 
^^ = 0, iOi = 27i werden), so nähern sich die Coefficienten von r beide un- 
begrenzt der Einheit, und es strebt also r^V für ri = oo einem bestimmten 
Grenzwerthe zu, der von e nicht verschieden ist. Beachtet man noch, dass 
nach (2.) limri/ii = a}/2, so ergiebt sich mit Rücksicht auf den in (14.) ent- 
haltenen Zusammenhang zwischen V und Uß + Uyi 

(21.) f> = p{Vß + U,\s.^,^^^2ny 

Die Substitution der Werthe und 27i statt d-^ und cO| in den für Uß und 
Uy gegebenen Formeln lässt sich ohne Weiteres ausführen, und es ist dabei 
nur zu beachten, dass dadurch 9; = ^ wird. Ebenso verhält es sich mit den 
Formeln für die Dichtigkeit, und man erhält z. B. : 

/oo \ f fi'sinny » /** dasinnotCcosai — cosöt')"'* 

(22.) kß = -5 — ^pi I j — ^^-— ^^ — 



*) Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhältnisse des 
Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstossungs- Kräfte. (Art. 26.) 
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Um die Mengen mß und m^ der auf den Kalotten ß und y vertheilten 
Elektricitäten zu bestimmen, kann die Bemerkung dienen, dass die zu einer 
Belegung irgend eines endlichen Flächenstücks gehörige Elektricitätsmenge 
gleich ist dem Potentiale der Belegung in Bezug auf einen unendlich entfernten 
Punkt roultiplicirt mit der Entfernung ((>) des letzleren von einem im Endlichen 
gelegenen festen Punkte. Es ist also: 

wenn man nicht bloss &i = 0, C0| = 2n^ sondern auch 19- = 0, w = 27i nimmt, 
wodurch e/? = ö}^2 wird. Unter Anwendung der Gleichungen (18.) und (19.) 
und mit Benutzung der dort resp. über P'^ und den Fall t; = gemachten 
Bemerkungen, erhält man somit: 

mß+my = — / (—cotlat + ncotlwatH : ^ — J « , o 

mß — iHy = —ancoiny. 

Von diesen Ausdrücken ist der zweite durch seine Einfachheit bemerkenswerth, 
und das Integral in dem ersten lässt sich wenigstens dann auf Elementar- 
functionen zurückführen, wenn n ein rationaler Bruch ist. 

Danzig, im Juli 1867. 
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Ueber die Curven der Haupttangenten bei wind 

schiefen Flächen. 

(Von Herrn A, Clebsch zu Giessen.) 



JDelrachtet man eine windschiefe Fläche, entstanden durch die Bewegung 
einer Geraden über zwei Leitcurven, welche eindeutig auf einander bezogen 
sind, so kann man die Coordinaten eines Punktes der Flache folgendermassen 
darstellen. Durch li, ^2^ ^39 ^4 bezeichne ich die Coordinaten eines Punktes 
der einen Leitcurve, durch tji, tj^^ riz^ tj^ die des entsprechenden Punktes der 
anderen. Beide denke ich mir als Functionen eines Parameters i, dessen für 
beide gleich anzunehmender Werlh das Entsprechen ausdrückt. Die Coor- 
dinaten eines Punktes der Fläche sind dann gegeben durch die Gleichungen: 

wo Q eine willkürliche Grösse bedeutet. Setzt man für fi alle verschiedenen 
Werthe, indem man l constant lässt, so erhält man die verschiedenen Punkte 
einer Erzeugenden. 

Sieht man vermittelst der Gleichungen (1.) die Oberfläche als auf der 
Ebene l, fi abgebildet an, so entspricht einem ebenen Schnitt die Curve 

WO die c willkürliche Constanten bedeuten. Dieselbe wird zur Tangenten- 
ebene, wenn sie einen Doppelpunkt hat. Ist derselbe l, ju, so muss für ihn 
nicht nur die Gleichung (2.) bestehen, sondern auch die nach /n und l genom- 
menen Differentialquotienten der rechten Seite müssen verschwinden. Man hat 
also dann die drei Gleichungen: 

Endlich muss für die Tangentenrichtnngen dk, dfi des Doppelpunktes, 
welche den Haupttangenten eines Punktes der Fläche entsprechen, auch noch 



läS CUhick, 



die Curttm der HarnffUamgemUm bei wimdscUefen Fläcketi, 



i» zwetUr Differential von '2., Terschwinden, also die Gleichung bestehen: 

KlifDioirt man die e ans den Gleichungen [3.]; (4.), so erhält man die Differential- 
gieichangen der ebenen Cnrven, durch welche die Cwrten der Haupttangenten 
rieb abbilden. 

Der Factor di., welcher aus (4.) sich absondert, sagt aus, dass die 
Erzeugenden selbst (a = Const.) ein System von flaupttangenten bilden. Der 
andere Factor liefert nach Elimination der c die Gleichung: 



= 



li 



92 



\Ss 



I« 



Vi 



V2 



Vi 



^t* 



51 



1 ^ii 



o r 



ax 



cX 
oX 

6X ^' 

ÖL 



ci* ^" oX 



oX 



+ A* 



ÖX 
aX 
oX 



• "*''* dX ÖX 

ÖA' '*'• 6X' "^* dA ÖA 

Ük -L « -§!?i 4- 2 -^ -^ 
6A' '^^ ex* '^ dX dk 



o'S 



oA' '^'^ ÖÄ' "*"* dA 



ÖA 



Ich will der Körze wegen eine Determinante dieser Art dadurch andeuten, 
dass ich eine Reihe, ohne Indices, in Klammer setze; ich bezeichne also für 
den Augenblick diese Gleichung durch 

Nach fi geordnet, nimmt sie die Gestalt an: 

+/* (,§, »7, ÖX , ör-;+2-dr ^^' *?> öt ' dx) 

Diese Gleichung wird integrirbar, sobald einer der Terme 

v^' ^' ex ' ÖA' /' V^' ^' dX ' ÖAV 
verschwindet Da beide durch Yertauschnng von ^ und 17 in einander über- 
gehen, so genügt es, einen derselben zu betrachten. Die Gleichung 



(6.) 



druckt eine Eigenschaft der beiden zu Grunde gelegten Leitcurven aus, welche 
offenbar darin besteht, dass § in der Schmiegungsebene des entsprechenden 
Punktes der Curve r; liegt. Und da t] selbst sich in dieser Ebene befindet, so 
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kann man das Bestehen der Gleichungen (6.) dahin deuten, die Leitcurve 17 
habe die Eigenschaft, dose ihre Schmiegungsebenen immer die zugehörigen Er- 
zeugenden der Fläche ganz enthalten. 

Ich werde zeigen, dass dieses nichts anderes als eine andere Definition 
einer Curve der Haupttangenten selbst ist. Suchen wir nämlich eine Curve 
^, welche in (6.) an Stelle der Curve ri gesetzt, diese Gleichung befriedigt, 
so rouss 

(7.) ^, - l+an, 

sein, wo a eine zu bestimmende Function von X ist. Setzt man dann die 
Gleichung für ^ an, so hat man: 

^ - \^^ ^y dl ^ dV ) 

Dies ist für a dieselbe Gleichung, wie (5.) für fi; die Curve (7.) ist also eine 
Curve der Haupttangenten. Und man hat den Satz: 

Die Curven der Haupttangenten bei windschiefen Flächen sind dadurch 
definirt, dass ihre Schmiegungsebenen immer durch die entsprechenden Erzeugen-- 
den der Fläche gehen. 

Aber aus dem obigen folgt weiter der Satz: 

Bei windschiefen Flächen kann man alle Cureen der Haupttangenten 
auf Quadraturen zurückführen, sobald irgend eine derselben bekannt ist. 

In der That hat man, indem man für die Curve rj eine solche Curve, 

also (ß^Vy-^^ "^F")"^^ ^®**'' ^"^'^ Integration der Gleichung (5.) 

J 2^. , ol Ö^N ^^ 

fi = e 



•£\ J" 






Const.— I — n. ^^. e 
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oder 



-/ 






"-P'V'^vm)' 









dl 



X (Const.— I — =======rj-e . dl 



Insbesondre kann man hienach die Curven der HaupUangenten immer 
aufstellen, wenn auf der windschiefen Flache irgend eine Gerade existirt, 
welche alle Erzeugenden schneidet. Indem man sie zur Curve t] wählt, kann 
man den Parameter l so einführen, dass 

Vi = Oi + ^bi^ 
wo die a^ b Coordinaten zweier constanten Punkte der Geraden sind. Dann 
ist "3Tr = 0, und die Gleichung (8.) gehl über in: 

(9.) ^ = 1/(^1,«,-^, 6j|Const.+ I ^^ ^\ ^' dl 

Wenn auch die Curve § die Eigenschaft besitzt, durch den Parameter i 
rational dargestellt zu werden, und also auf die Gerade ?; projectivisch bezogen 
zu sein, so wird zugleich die Fläche auf der Ebene l^ ft eindeutig abgebildet. 
In diesem Falle sieht man, dass, wenn die § von der it'*" Ordnung in X sind, 

(l, a, ^,6) von der 2(ii — 1)'"" isl, und dass also die Formel (9.) auf ein 

hyperelliplisches Integral führt, sobald w >> 3. Die Fälle w=l, « = 2, « = 3 
will ich beispielsweise näher ausführen. Sie entstehen als Ort der Geraden, 
welche eine Gerade mit den projectivisch entsprechenden Punkten einer andern 
Geraden, eines Kegelschnitts oder einer Raumcurve dritter Ordnung verbinden. 
Im ersten Falle entsteht also eine Fläche zweiter Ordnung, im zweiten eine 
windschiefe Fläche dritter, im letzten eine solche vierter Ordnung. 
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Ist 12 = 1, SO kann man setzen: 

dann wird auch -ktt = 0^ und man hat aus (9.) 

/Li = Const. 

In der That liefert in diesem Falle fi = Const. die eine Schaar von Erzeugenden 
des Hyperboloids, während l = Const. die andere Schaar liefert, welcher die 
Curve rj entnommen war. 
Ist n = 2, so wird 

^, = a, + 2lß,+ ky,, 



daher 



(f,a, §,*) = 2{a+i.ß,a,ß-\-lr,b) 



= 2ia,a,ß,b) + 2Ha,a,r,b) + l\ß,a,y,b) 

wenn 

A = 2{a,a,ß,b), B = {a,a,Y,b), C = 2{ß,a,r,b) 

gesetzt wird. Ferner ist 

(l, »+^b, §, |ii) = 4(«, a+lb, ß,r) = ^(P^m. 

WO 

Die Gleichung (9.) giebt daher: 

oder nach Ausführung der Integration: 

^ = Con,X. U+2lB^i}C- 2 ^^^+'%-_^^^^'-''^ . 

Auch hier also sind diese Curven algebraisch (vgl. Bd. 67 dieses Journals p. 17). 

Für « = 3 will ich für k, fi immer — , -4- setzen, um homogene 

Functionen zu erhalten, und sodann, was bei specieller Wahl der Coordinaten- 
ebenen bekanntlich immer erlaubt ist, die Gleichungen der Curve 3*^" Ordnung 
in der Form annehmen: 

Ist dann 

ip{l) = a,l'-S(hk'x+ Sihlx'-a^x', V'W = btk^-Sb2l'x + Sbsiix'-b^x', 

20» 
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so geht (9.) über in die Gleichnng: 



(10.) . ^ ./Vc;y gy. Sw cyx j^^, / .^ ^ iH^^xdl ^ Idx) 

^ ' \9\cl ex CA cx/j 1 . I ,. ey cor c» gy ^ * 

* 9 V £f A öir dl dx) 

Bezeichnen wir znnichst, um das hier auftretende Integral aof seine 
einfachste Form zurückzufahren, durch p und q die beiden linearen Co- 
Varianten der cubischen Formen y^ tf, so dass 

Ol o« b^l—b^x 
bä 62 «I i — o^iif 

&, 64 Ojl — a^x 
(vgl. Bd. 67 dieses Journals, pag. 360). Ist wie a. a. 0. 

so hat man 

Ä'i = qpi—pq:* Kx = -qpi+pqi, 

es wird ferner^ wem mau alles durch p, q ausdrückt, 

wobei F die «. «. 0. •■gegebene Fuction yierler Ordnung ist. Hiedorch, und 
mit einer leicbten Yerinderang in der Bedeutung der Integrationsconstante, 
geht die tileicbung ^10) ^^^ '^'' 

^ 1 1 ^ « = , J jConst.+ 1 ,./ 2{ -^, 

w«lu>l der Körie wegen ■• und « gesetxl sind fflr die linearen Ausdrücke: 

loh werde nun das Integral weiter transformiren mit Hülfe einiger Sätze ans 
der Theorie der biu«ren Formen vierten Grades. Ist 

_ . /dF dJ _dF d£\ 

«der. um wich einer oft angewandten Bezeichnung zu bedienen, 
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WO der Variablen q immer der Index 1 , der Variablen p der Index 2 ent- 
spricht, so ist 

Daher 

"^ = ^(JdF-FdJ) 



pdq-qdp = -y\J J 



q P 

dq dp 
JdF--FdJ 



Ich werde nun zeigen, dass man immer identisch setzen kann 

(12.) l(m^ + n^) = (P,J.-P,J,) + hF, 

wo h eine Constante ist, P^ , P^ aber die Differenlialquotienlen einer Function 
zweiter Ordnung von q und p, dividirt durch 2, bedeuten. Indem man dies 
einführt, erhält man aus (11.) 

Fährt man nun das erste Integral ans, und setzt in dem letzten 

F 

so geht das letztere in ein gewöhnliches elliptisches Integral zweiter Gattung 
aber, und man erhält: 

(13.) ^ = l/^)Const.+i-^+-j-f, "^ . j- 



y-O-r'+i»') 



Den in der Formel (12.) enthaltenen Satz beweist man folgendermassen. 
Sind n, x zwei beliebige Grössen, und 

c/ , rd*F j , „ d*F , d*F ,\ 

^ = AC:3^"+2^^7T;.+^^;f;, 

und sind F/, F^^ ... die Differentialquotienten dieser Functionen nach q und 
p, dividirt durch 2, so ist identisch 

(14.) J,J,-AJ, =. ^(xp-nq)(x^ + n^y 
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Die Determioante J^ der Function J hat aber nach der Theorie der Formen 
vierten Grades den Werth 

4 ^ 12 ^• 
Daher kann man der Gleichung (14.) die Form geben: 

Setzt man hier für x', xn, n* die Grössen ^r,, — ^* ~^' , — p,, und addirt aof 
beiden Seiten 

so erhält man nach Division mit 4-: 

wo nun P die Function zweiter Ordnung bedeutet: 

Hiermit ist die Formel (12.) hergestellt, wenn man nur noch setzt 

** 2 

Geht man nun zu den ursprOnglichen Yariabeln zurück, und setzt der 
Kürze wegen 

so wird (vgl. Bd. 67 dieses Journals pag. 368) : 

Daher, wenn C eine Gonstante ist, welche von der frOhern sich nur durck 
eine Potenz von k unterscheidet: 

(15-) ^ ,' A 

Das elliptische Integral bringt man leicht durch die Substitution 

J 
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in eine Form, in welcher nur noch die Conslanle -^ , die absolute Invariante 

auftritt. 

Das elliptische Integral verwandelt sich in ein circulares, wenn der 
Ausdruck unter dem Wurzelzeichen zwei gleiche Wurzeln hat, also wenn 

j' = 27/r. 

In diesem Falle haben die Gleichungen 9? = 0, 1// = eine gemeinsame 
Wurzel; es giebt also eine Schmiegungsebene, in weicher sowohl der Punkt 
a, als der Punkt b liegt, d. h. die Gerade a, b. Dieser Fall tritt also ein, 
wenn die Gerade in einer Schmiegungsebene der Curt>e liegt. Man kann dann 

setzen, und erhält: 






(6^*+!) 



2 r-n. TT 4 / 6*» + i 

Dagegen wird die Gleichung (15.) sogar algebraisch und ist dadurch 
von vorwiegendem Interesse, wenn 

Pi^q^ = 0. 

Dieser Fall erfordert eine eingehendere geometrische Betrachtung, um 
die ihm entsprechende Beziehung der Geraden zu der Curve erkennen zu 
lassen. Bemerken wir zu diesem Ende folgendes. 

ledem Punkte Ka^ + Ab^ der Geraden 0, 6 entsprechen drei Punkte y,, l 
der Curve, deren Schmiegungsebenen durch den ersten Punkt gehen. Diese 
Punkte sind durch das Verschwinden der cubischen Function Kcp+Aip be- 
stimmt. Ihnen entsprechen drei Punkte xai + lb^ der Geraden a, b selbst, deren 
Parameter durch jene Gleichung bestimmt sind, so dass mit Hülfe der Curve 
jedem Punkte der Geraden ein bestimmtes Tripel von Punkten derselben ent- 
spricht. Die Punkte x', l! ; 7t^\ l!\ für welche die /fe^^esche Determinante der 
cubischen Form verschwindet, sind bekanntlich durch die geometrische Eigen- 
schaft charakterisirt, dass sie mit den ersten drei Punkten eine Reihe bilden, 
welche bei cyclischer Vertauschung der letzten drei Punkte immer sich selbst 
projectivisch bleibt. Bezeichnen wir die //e««esche Determinante von K(p+Aip 
durch 

WO denn die Coefficienten ^n, ^12, J22 von K, A abhängen, so kann man setzen: 

^11 = ^'^". - 2.^,2 = x!V' + '^y!\ ^22 = 'L'Ä". 
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Bildet man nun in Bezug auf ein beliebiges durch die Gleichung 

Kifp + y^i^p = 

gegebenes Tripel von Punkten das System harmonischer Centra erster Ord- 
nung von Xy a', und für das erhaltene Punktenpaar den zu ihm und x'^, A" 
harmonischen Punkt — eine Operalion, deren Resultat durch Vertauschung von 
x', A' mit y.'\ A" nicht geändert wird — so ist dieser letztere gegeben durch 
die Gleichung 

XX -q;^ +(xA+^A) Q^j^ + 11 g^, -U, 

oder 

^„ -^i ^^12 ^^^ +^22 gp - U. 

Aus der Theorie der simultanen binären cubischen Formen folgt aber, dass 
dieser Ausdruck durch KiA—yl^K theilbar ist, und dass nach Absonderung 
des Factors man die Gleichung erhält (vgl. Bd. 67 dieses Journals pag. 360): 

(16.) Kp — Aq = K{pik+p2x)-'A{qil+q2x) = 0. 

Dieser Punkt ist also derselbe, für welches Tripel des Systems 

Kicp+Aiyj = 
er auch construirt wird, und seine Lage hängt nur von dem Tripel 

Kq)+Aifj = 
ab, aus welchem die Punkte x\ l! ^ x\ X'^ abgeleitet werden. 

Die Gleichung (16.) zeigt nun, dass auf der Geraden a^ b zwei pro- 
jectivische Punktreihen liegen, insofern mittelst der Gleichung (22.) jedem 
Punkte Ky A ein Punkt x, X, dessen Construction oben angegeben worden, 
eindeutig und linear entspricht. 

Die besondere Gattung von windschiefen Flächen vierter Ordnung^ für 
welche die Curven der Haupttangenten algebraisch sind, ist nun dadurch chor- 
rakterisirt, dass die^e Reihen sich reciprok entsprechen und also eine Invo^ 
lution bilden. Denn hiezu ist nur erforderlich, dass die Gleichung (16.) durch 
Vertauschung von K, A mit x^ X ungeändert bleibt, dass also pi^—q^- 

Schreiben wir der Kürze wegen in (14.) Q für den Ausdruck zweiten 
Grades : 

so ist in diesem Falle: 
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Die Gleichnngen der Curven der Haupttangenten sind also: 

Qx.^x" +ixa,+lb,)(Q-j-C]/n) 
(}X2 =. x'l+(xa2 + }ib2)iQ+C}/n) 

Qx, = l'+ixa,+ Xb,)CQ + Cyn). 
Verbindet man diese Gleichungen mit der Gleichung einer Ebene 

CiXi+C2X2+C3^Xs+C^,Xi =0, 

80 erhAlt man eine Gleichung 6*'''' Grades für x, l. Die Curven günd also 
von der ß*^" Ordnung und von dem Geschlecht /i=l. Sie schneiden jede 
Erseugende in zwei Punkten, und berühren insbesondere die vier Eroeugenden, 
welche durch die Gleichung JQ = gegeben sind. 

Es bleibt endlich nur noch der Fall zu behandeln, wo K^O. In 
diesem Falle ist eine Combination von (p und tp ein vollständiger Cubus, d. h. 
die Gerade enthält einen Funkt, fflr welchen die drei durch ihn gehenden 
Schmiegungsebenen der Raumcurve zusammenfallen, d. h. die Geroide hat mit 
der Curee einen Punkt gemeinsam. In diesem Falle muss man auf die Gleichung 
(10.) zurückgehen. Der gemeinsame Punkt sei der Punkt b selbst, und fflr 
ihn iL = 0. Man hat also dann für i// einen vollständigen Cubus, und zwar 

i/j = X^ 
zu setzen, und die Gleichung (10.) verwandelt sich in folgende: 



59 (r_. , r(xq> + V)( xdk-^Uu) 






in welcher das Integral durch logarithmische und Kreisfonctionen. ausführbar ist, 
Giessen, den 24. Juni 1867. 
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lieber das simultane Formensystem einer quadra^ 
tischen und einer cubischen binftren Form. 

(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 



J^ ür eine cubische und eine quadratische binSre Form hat Herr Sabnon 
die hauptsächlichen Bildungen in seinen ,4ntroductory Lessons^^ (2*^ Avsgabe 
p. 162) gegeben. Man kann, mit Vermeidung jeder specieUen Annahme über 
die Coefficienten der Formen, und zugleich im Anschlnss an eine typische 
Darstellung, die Theorie dieser Formen folgendermassen ausfahren. 

Die gegebenen Formen seien: 

Die einfachsten linearen Covarianteu sind, wenn 



(1.) 






«i = i 



du 



_ , ö»tt 



etc. (vgl. I. c). 



(2.) 



q = 9ipi— Vxpi = qiX +9,y. 

Ist die Delerminanle von p und q 

(3.) K=ap]- 2ßptPi + yp\ = ^,p. -piq^ 

nichl gleich Null, so kann man p, q als Variable einfähren. 
J ^cty—ff gesetzt wird : 

« j?' + 2iixtj ■] • yy* {ax + ßjf)pi — {fix -f yy )|», 

(ax+fitf)pt - {fix + yy)/>, apl - 2fipip^->r<yp\ 

HO hat man fflr v sofort die typische Darstellung: 

(5.) Kt = <^-VAp\ 
Körner wird, indem wir aus (2.) die Werthe 

Kx = qpi—pq}', 
Ky = —qpi+pqi 

in M Hubslituiren, die typische Form von «: 

(6.) K^u = M^-ZNpq^-\^ZPp'q-Qp\ 



(4.) 



= J 



Da, wenn 


Pi 9 


2 


Pi —^ 


9 
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(7.) 



WO mit Hülfe der symbolischen Substitutionen 

die CoeflBcienten M, N, P, Q die Ausdrücke annehmen: 

^={aiP2-aiPi)\ N^{aipi—a2pif{a^q2-a2qi\ . 

Setzt man nun in (5.) 0^ = 02, y = — ai^ so hat man 

{aiq2 — a^gif +J {atp^ — chpif = /r(aa2-2/9ö,a,+yaJ). 
Multiplicirt man dies mit Oip^ — chPi oder mit aiq2—€hqi^ so erhält man für 
M, N, P, Q die Relationen: 

p + ^iV = /f(aa?-^2y3a,a2+ya^}(ai92-a29i). 
Wendet man überhaupt die Buchstaben a,^ 6^, ... symbolisch für die 
CoefGcienten von u^ «j, /?<, . . • für die von r an und setzt (mw) für 
mii»o — iTi^itj, ax für ajLa;x4-^^9 ^tc. so hat man die symbolischen Ausdrücke: 

P = (aa)^ö., q^ {ßp)ß. = (aa}^(/5a)/?.. 

Daher ist auch 

(aa^-2/iaifl, + yal)(a,f2-a2;iO = (aaf (bßf (ab), 

was sein Zeichen ändert durch die unwesentliche Yertauscfaung von a mit b, 
a mit ß, und also identisch verschwindet. Und ebenso 

{aa]^2ßa,a2+ya]){a,q,-(hq,) = {aaf {bßfirbK^r), 

was nach (8.) gleich — /f ist. Aus (7.) hat man also die Relationen 

P = -^JM, 

Q = ^JN^K\ 
Und mit Zugrundelegung der Invarianten K, J^ M^ N ist also die typische 
Form von u: 

(9.) K'u = M^-SNpq'-'SJlUp'q+{JN+K^)p\ 

Die Ordnungen der hier auftretenden Invarianten in Bezug auf die Co- 
efficienten sind folgende: 



(8.) 





für ti 


fOr V 


J 





2 


K 


2 


3 


M 


4 


3 


N 


4 


4 
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Diese Invarianten sind von einander unabhfitagig, stehen aber zu niedem In* 
Varianten in Beziehungen. Um dieselben zu finden, bilde ich zunächst aus (9.) 
die typische Form der zu u gehörigen Hesseschen Determinante: 

Man erhält daraus in Bezug auf die Variabein p^ q die Gleichung 



H = 



\df dq' \'dp~dq))' 



36 

oder mit Anwendung von (9.): 

(10.) K'H = -{N^ + JM')(q^ + Jp'') + K''{Mpq^Np^). 

Diese Gleichung ist nothwendig durch K'^ theilbar; denn wenn man in H die 
Ausdrücke für x, y durch q^ p einsetzt, kann nur die zweite Potenz von K 
im Nenner erscheinen. Der Coefficient von q^ im Zähler wird dann 

(11.) L = H,,pl^2H,,p,p,+H,,p], 

eine Form, welche von der vierten Ordnung für die Coefficienten von u, und 
von der zweiten für die von r ist. Aus Vergleichung mit (10.) folgt also die 

Relation 

(12.) K'L = -{N^+JM^), 

und die Formel (10.) verwandelt sich nach Division mit K'^ in die Gleichung: 

(13.) K'H = L{q'+Jp')+Mpq^Np\ 

Wir erhalten nun weiter die Discriminante D von «, indem wir die 
Determinante von H in Bezug auf p^ q bilden und mit K'^ multipliciren. Es 
ist also 

(14.) ICD t= ÜJ^LN-^^ 

Bezeichnen wir ferner durch J die aus den quadratischen Formen H und e 
entspringende Invariante 

(15.) J = H,,y^2H,,ß+Hr,a, 

und bilden wieder dieselbe Form aus den typischen Darstellungen, so finden wir: 

(16.) KJ = 2LJ-^N. 

Diese Formel lehrt, dass N überhaupt aus dem Kreise der fundamentalen In- 
varianten ausgeschieden werden kann, da es sich durch die niederen Invarianten 
K, J, L, J ausdrückt. Führt man für N den Werth 

(17.) N = 2LJ'-KJ 

ein, so verwandelt sich die Gleichung (14.) in die folgende: 
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(18.) KW = KJL-ÜJ- 



M 



und die Gleichung (12.) giebt zunächst 

K^L+JiSP+WJ) + K^J^-4KJLJ = 

und wird mit Anwendung von (18.) durch K^ theilbar, so dass man die 
niedrigere Gleichung erhält: 

(19.) L = ADJ~J\ 

Hieraus lässt sich also schliesslich alles durch K, d, D, J ausdrücken, 
nur M nicht, wohl aber dessen Quadrat, so dass diese Invariante eine ähn- 
liche Stellung einnimmt, wie die //ermtYesche Invariante bei den Formen ffinf- 
ten Grades. Für iV hat man mit Benutzung von (19.) aus (17.) den Ausdruck 

(20.) JV = 80^^ -2 Jr-KJ, 

und M^ ergiebt sich aus (14.) in der Form: 

(21.) ^ = -JL'+JLK-DK^ = -K'D+4KJDJ-KJ'-ißD'J'+SDJ'J'-JJ*. 



Die Resultante R von u und e: 

a 



Ä = 




a 





3b 
a 

2ß 

a 




Sc 
36 

Y 

2ß 

a 



d 
Sc 




d 





y 

2ß r 



mnss mit IP multiplicirt werden, damit man rechts die Coefficienten de^ typischen 
Form einführen kann, nnd es wird daher: 



IPR = 



M 


-dN 


-3JM 





M 


-SiV 


1 





J 





1 











1 



JN+K^ 

-34M 



J 







JNi-IP 



J 



Zieht man hier die zweite Vertikalreihe mit J multiplicirt von der 
vierten, und die erste mit —J^ multiplicirt, so wie die dritte mit J multiplicirt 
von der letzten ab, so verwandelt sich die Determinante rechts in eine zwei- 
reihige, and man erhält: 



irÄ=- 



= -{UN+Ky-U^M\ 
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and mit Hälfe von (12.), (16.) wird dies 

= -IPiK~8JJ) 

oder es ist endlich 

(22.) R = 8JJ-K. 



Die Functionaldeterminante 

Q = «iHt—HiUi 
wird aus (9.), (13.): 

K*Q = (^+LN)g'-\-{SLJ-iN)Mq'p + (^-SNJL+2N^-LlP)p'q 

oder indem man mit Hülfe der Gleichung^en (14.), (16.), (17) die Division 
durch K ausführt: 

(23.) K^Q = j[l9»+¥/9-¥9P'-^pi-ifJ2D^ + XW' + fpi- 

Ich werde jetzt die oben betrachteten Formen untersuchen, indem ich 
an Stelle von u die zusammengesetzte Function xu+lQ setze. Nach der 
Theorie der binfiren cubischen Formen ist 

IHnu+iQ = H.tpiXyl)^ 

wo 

(25.) (p(x,l) = x'+DX\ 

Femer wird, indem man p^ q aus (2.), aber mit Zugrundelegung der 
typischen Form, und für xu+lQ statt für u bildet: 

Die Determinante K^u-^^xq dieser Formen nach x und y zerfällt in das 
Froduct der Determinante derselben Formen nach p und q mit der Deter- 



/ 
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minante von p und q nach x und y, welche K ist. Daher hat man: 

oder indem man mit Hülfe von (18.) durch K dividirt: 

(27.) K,u^xQ = '^'K'-Mxk + {JL-KD)l^==tpix, k). 

Mit Hälfe der Functionen (f und xp drücken sich nun die übrigen für xu+kQ 
gebildeten Invarianten sofort in folgender Weise aus: 

(28 ) i^'^u^^Q = SJJ.(p{x,k)^yj{x, l) 

N^u^XQ = (p{y^, i-) {2JL(p(x, l)-Jyj{x, X)} 

= Nip\x, l) + J(p{x, l){K(p{x, k)-y^{x, k)\. 

Eine besondere Betrachtung erfordert die Form M^^^^xq- Aus (21.) 
erhält man: 

"4 
Bemerken wir nun, dass die Determinante von (p+Qyj den Ausdruck hat: 

D+JL(f + JLy, 
so sieht man, dass die links in (29.) vorkommenden CoefGcienten die simul- 
tanen Invarianten von cp und xp sind^, und dass also nach bekannten Sätzen 
der negative eingeklammerte Ausdruck das Quadrat der Fundamentaldeter- 
minante von (p und xp nach x und l ist, dividirt durch 16. Indem man also 
die Quadratwurzel zieht, erhält man 

Das Vorzeichen der rechten Seite bestimmt sich sofort, indem man il = setzt. 



(29.) fii^ = ^{JLY{x,X)-JL(p{x,X)xp(x,k)+Dxp\x,i)}.(p\x,k). 



Die Funkte für welche H verschwindet, haben in der Geometrie der 
Geraden bekanntlich die Eigenschaft, mit den drei Funkten ti =^ ein System 
zu bilden, welches bei cyciischer Vertauschung der letztern sich selbst immer 
projectivisch bleibt. Ich will diese Funkte zu den ersten cyclisch-projectivisch 
nennen. Das Verschwinden der Invariante J sagt aus, dass diese mit den 
Punkten e =3 harmonisch liegen. 
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Setxt man an Stelle der GleidianfeB r=0, «=0 dieGleichnng ew60 
Kegelschnitts und einer Conre dritter Ordnung, so entspricht der Invariante J 
eine zugehörige Form vierten Grades, welche entsteht, wenn man J als sym- 
bolisches Determinantenprodnct darstellt, und jede Determinante durch eine 
Reihe von Liniencoordinalen erweitert Man hat also den Sats: 

Die Geradem^ irrMe eime Cwrte äritter Ordmumg ao $d^meiden, dan die 
S9i dem Sekmittpmmkiem ry cli tr A -projeelk acAe » Pmikte der Geradem sm derem 
Sckmitfpmtktem mtit rfam gegebemem Ke^ebckmitt hmrmiomisch liegem^ mmhäilem 
eime Cmrre rierter Chsse J*. 

Legt man durch die drei Punkte » = auf der Geraden, welche zur 

Darstellung der Werihe - dient eine Cnrve dritter Ordnung, und sucht dann 

Tur einen der Punkte r = die Polare, so erhält man ein Punktenpaar ; sucht 
man t'tlr dieses und den anderen Punkt r=0 den vierten harmonischen Punkt, 
so findet man den Punkt p=0. und wieder zu diesem und den beiden Punkten « =0 
hnriuottisch liegt der INinkt ^ = 0. Die Gleichung A"=0 sagt nach (3.) aus, dassp^ 
Ulla also auch q mit einem der Punkte r zusammenrällt: und dieses kann nur ge- 
scheheiu wenn eine der Polaren der Punkte r = durch den andern Punkt « = 
geht Da nun wieder dtMr Invariante K^O filr die oben angegebenen Betrachtungen 
in der Kbene eine Curve sechsler Classe entspricht so hat man den Satz: 

/>iV (ienmtems hei ireteiem die im Be^mg amf die Cmree dritter Ordmumg 
jfemimm$eme l\4^rt eimes Sehmit^nrnktes mrit rfm Kegelsehmift durch dem amderm 
ydkl, mmkmttem eime Cmree seeksler Ctasse K^. 

Der tileichttttg J — entspricht in gleicher AVeise die Gleichung des 
KeseUehnilts in tinienc\K>rdinaten. der Gleichung D = die der Curve dritter 
tMdiiiiii)i in tinienwH^rdinaten. Die Gleichung A = aber giebt das Product 
dor Gleiohuiiiieii der Si^huittpunkte beider Curven. 

NNe^eu der Gleichung R — JJ-K sind nun die 12 gemeinsamen 
raii)ieuleii von J und K - auch Tangenten von Ä = 0, d. h. sie gehen 
fMiwi\\ei5ie dwr\^h die Schnittpunkte des Kegelschnitts mit der Curve dritter 
tMHtuuii);. Daher lallen solche zwei immer in die eine Tangente des Kegel- 
ii«'hn(tt» In dem betrelt^den Ihinkte zusammen« und man hat also den Satz: 

Ihif- { \irte K hrrmkrt dem Kegelsehmitt im %eimem Sekmittpmmktem awl der 
('##ye d^'itte^' t>»^ii«i»y^ '^«> m^h'A übrigem 6.4 = 24 Tamgemtem, weldke eom 
d%^ S^'kmiHpmmk^tm «i« A\. yWryf H^erdem kömmem^ simd ^mgleieh die Tamgemtem^ 
H'^kk^' eiMi jt^^'^ t^mmktem ni» die Vmree /* gewgem werdem, umd die 24 ge^ 
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meinschaftlichen Tangenten von J^ und K^ schneiden sich also zu 4 in jenen 
Schnittpunkten, . 

Aus der Definition (11.) von L folgt ferner: 

Jede Gerade^ welche die in Bezug auf die Curee dritter Ordnung ge- 
nommene zweite Polare der Schnittpunkte der Geraden mit dem Kegelschnitt, 
in einem der zu ihren Schnittpunkten mit der Curve dritter Ordnung cyclisch-- 
projectivischen Punkte trifft, berührt eine Curve achter Classe Ls- 

Und aus (19.) folgt für diese Curve: 

Die Curve L^ berührt den Kegelschnitt in 8 , und die Curve dritter 
Ordnung in 24 Punkten, deren Tangenten zugleich die Curve J^ berühren. 

Ferner, weil M der Coefficient von q^ \n u ist: 

Jede Gerade, für welche die zweite Polar eiHrer Schnittpunkte mit dem 
Kegelschnitt, in Bezug auf die Curve dritter Ordnung genommen, durch einen 
Schnittpunkt der Geraden mit letzterer hindurch geht, umhüllt eine Curve 
neunter Clause Mg. 

Endlich aus (21.): 

Die 48 gemeinschaftlichen Tangenten von Kq und L^ berühren auch 
die Curve M^. Ebenso wird Mg von den Tangenten der 24 Punkte berührt, 
in denen Lg und die Curve dritter Ordnung sich berühren, und von den Tan- 
genten, welche in den Schnittpunkten an den Kegelschnitt gezogen werden, und 
welche zugleich K berühren, 

Giessen, den 28. Juli 1867. 
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lieber Abelsche Integrale dritter Gattung. 

(Von Herrn G. Roch*).) 



xn einem früheren Aufsatze Bd. 65 dieses Journals habe ich die Aus- 
drücke der Integfrale dritter Gattung für /? = 2 entwickelt. Ich will jetzt die 
entsprechenden Entwicklungen für ganz allgemeine algebraische Integrale dritter 
Gattung geben. Hierbei setze ich, wie a. a. 0., die /{temannschen Bezeich- 
nungen als bekannt voraus und zugleich wende ich eine der dort gebrauch- 
ten Abkürzung ganz analoge abgekürzte Schreibweise an, indem 

durch •S'{t>) bezeichnet werden soll. Dem entsprechend sei ein Punkt der 
Fläche Ty in welchem die p endlich bleibenden Integrale ti| , . . . ti, die Werthe 
ai, ... iXp haben, kurz als Punkt a bezeichnet. 
Der Ausdruck 

ist, wie Betrachtungen zeigen, die denen des angeführten Aufsatzes ganz analog 
sind, eine Summe von p gleichgebauten Integralen dritter Gattung. Die oberen 
Grenzen dieser Integrale sind die Werthe j5^ 2|, «2, . . . ^5,^1, welche den 
Punkten ti, u'^ vl\ . . . u^^"^^ zukommen. Jedes dieser Integrale wird lo- 
garilhmisch unendlich, wenn die obere Grenze nach a oder ß kommt. Wir 
schreiben 

Durch Differentiation nach s findet man: 

und dies muss unabhängig von j5i , ... J5p_i sein. Legen wir die f — 1 Punkte 
ti', ... u^^"^^ so, dass sie mit dem Punkte u die Nullpunkte einer Function y 



*) Der talentvolle Verfasser ist leider durch einen frühzeitigen Tod fortgerafil wor- 
den, er starb zu Venedig am 21. Novbr. 1866 im noch nicht vollendeten 27 Lebens- 
jahre. 
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sind, bezeichnen wir mit y', ... yö»-2) jj^ ^—2 übrigen NoIIpunkte von 9, 
so ist 

« + ii'+ • • • + w^"*^ + y'+y"H h y^"'^ = 0, 

oder -2ti^— -Ty. 

Daraus erkennt man, dass fflr diese Wahl der Lage der Ponkte u\... vf^^^^ 

Zahler und Nenner von -y-^gQ Null sind. Ganz wie a. a. 0. muss man, um den 

Werth zu erhalten, Zähler und Nenner zweimal differentiiren und erhält dadurch 



^ 1 ^ 1 ^** 1 * 



Da j-lgP eine algebraische Function von z ist, so kann ihr Werth auch 

nicht geändert werden, wenn man nach Ausführung der Differentiationen auf 
der linken Seite für 2u die congruenten —Sy setzt. Durch Ausrechnung 
findet sich 

(2.) { ^' ^' 

Bezeichnen wir mit (pa{^) die Function (p^ welche in den p—i Punkten y und 
in a verschwindet, so ist 

denn wegen ^(^;^+a) = ist der Differentialquotient dieses 0- nach jedem 
der y und nach a auch Null. Dies zeigt, dass der gegebene Ausdruck für 
9)„(ft) in der That in den y und in a verschwindet. Ebenso sei 96 (^) Null 
in den ;^ und in ß^ so ist 

Const.y,(Ä) = *;(-2'y+/3)9>i(Ä)+-+*;(-^y4-/?)9),(»). 

Daraus ergeben sich die beiden letzen Glieder in l„ auf der rechten Seite 

von (2.): "öT 

/ON , <<igya(*) 1 <<igy6W 

\^') * d» * d» 

Bis jetzt haben wir die /i— 2 Punkte y ganz willkürlich angenommen. Wählen 

22» 
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Wir sie jetzt so, dass sie mit a und ß die p Nullpunkte einer Function 9> 
sind, so können wir </>n («) = ^z» («) annehmen, und es entsteht: 

Die Zähler sind die homogenen quadratischen Formen von (piiz)^ ... Vpi^)^ 
so dass (pliz), den Factor &';,^{2y+a) oder &';,^{2y+ß) hat. 2(/?^ (a) y„ (») 
(/t ^ ^) hat den Factor 

&;,{:sr+a) oder ^;,(^y+/?). 

Die additive Constante in (1.) kann leicht bestimmt werden. Legen wir die 
^, ^1, ••• ^p-i so, dass sie mit den p — 2 Punkten k die 2p -2 Nullpunkte 
einer Function (p ausmachen, so kann man schreiben: 

2u'\-2l ^ 0, 
oder genauer 

(5.) : : 

Up+«; + -- + <-'H^p + - + ^^-'^ = V>i+Vp(ipi+'—i-Vpapp. 
Dann giebt ä = ^, jsi = ^i, . . . 

Der Quotient wird wieder Null durch Null. Nimmt man die JStii, . . . 2Up 
um (Ti , ... (J^ von den durch (5.) gegebnen Ausdrücken verschieden an, so 
ergiebt sich 

Dies wird wieder einfach, wenn die X mit a und /? Nullpunkte einer Function 
(p sind. Für/? = 3 ist tp durch die p— 1 == 2 Punkte a und /5 bestimmt; in 
diesem Falle muss also dann l auf y fallen. Es ist nämlich jetzt, analog 

wie vorhin ^„ (js) = y^ (j5) wurde: 

^;(-2'Ä + a)9?i(a) + ... = Const.(^;(-r;L+/?)<Pi(Ä)H— •), 

wenn in den l und a sowohl als auch in den l und ß nur je eine Function 
tp verschwinden kann; diese müssen dann bis auf einen constanten Factor 
identisch sein. Aus dieser Eigenschaft, welche die letzte Gleichung aus- 
drückt, folgt: 



t • • 



(^•) <^',i£^+ß) &i,C£X+ß)' 
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so dass 



(7.) 



^ = »&T7l^+2(^,(«.-Ä)+-+^,(S-/3,)) 

/ = 1, 2 . . . jp. 



Es ist also nöthig, die Summen der p Integrale Ui^ ... Up^ jede derselben 
über die p Punkte ^^ 'C^ > - - ^^"'^ und über die p—2 Punkte l ausgedehnt^ zu 
kennen. Die Art der Bestimmung der Anfangspunkte wird vielleicht deutlicher, 
wenn wir sie geometrisch fassen. 

F{s, z) = sei die Gleiclung einer Curve, Dann sind y = die 
Gleichungen von Curven, welche durch alle Doppelpunkte der erster^n hin- 
durchgehen und ausser in diesen Punkten noch in 2p —2 Punkten, von denen 
p — 1 beliebig sind, schneiden. Wir legen eine solche Curve cp^O durch 
a und ß; p — 2 beliebige der noch übrigen p Schnittpunkte nehmen wir als 
Punkte l und legen durch diese eine neue Curve 9) = 0; die p Schnittpunkte, 
die diese ausser l noch besitzt, sind die ^, ^', ... 1^^^. 

Z. B. für p = 3" ist (p durch a und 
ß bestimmt. F = ist die Gleichung einer 
Curve vierter Ordnung, y = die Gleichung 

« 

einer Geraden. In der Figur kann man y 
oder d als l nehmen; dann erhalt man, 
indem man durch y oder d' eine neue 
Gerade legt, zweierlei Bestimmung der 
Anfangswerthe. 

Die/? —2 Punkte, die ausser «und 
ß (in der Figur entweder y oder S) nicht 
als l genommen sind, sollen mit;^', . :.;f^"^^ 
bezeichnet sein. Entweder ist also für /7=3: 

y der Punkt l\ 3 der Punkt x' 
oder ^ - " ^\ Y ' - ;f' 

Dann habe man 

und dies giebt: 




(8.) 



• I • 



• I • 






.(j»-») 



•O) 



«1 + «1 -1 h «1 = «1+ ßi +SxT + {rii—ti) m+ {rii-h) »u H H {Vp-^) »ü» 



«,+«;+- + «i'-'' = %+ßp+2^^+irip-h>i^-{ri,-B,)a,,-^"-+{ri,-B,)a„. 
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Setzen wir dies in den Ausdruck für C=lg ^^y.'^^^^ ein, so ergiebt sich, dass 
bei derselben Wahl der Anfangs werthe wie früher, auch 

(9.) C = 2((7?.-a«.-A) + -+(^p-«p)(S-/?,) + lg||^f^ 
ist. Der Vergleich mit (7.) liefert: 

Die Form der ^-Ausdrücke, welche zu Integralen dritter Gattung führen für 
p=2, kann man in noch etwas anderer Weise, als bis jetzt geschehen ist, ver- 
allgemeinern. 

Man kann nämlich von 

Ig— ^ 7=T^ = ^SQ 

ausgehen. 

Es ist dies eine Summe zweier Integrale dritter Gattung; das erste, mit 
der oberen Grenze z, zvl u gehörig, wird in den p — 1 Punkten a und den 
p— 1 Punkten ß unendlich. Das zweite, mit der oberen Grenze jsi, zu u' 
gehörig, wird in den Punkten unendlich, welche den a und ß respective durch 
eine Gleichung ^ = verknüpft sind. Wir schreiben 

(11) igo = r^ä.+ ri^ä. 

Der Ausdruck ^ wird gefunden, indem man u = u' setzt. Dann ist in 

diesem Ausdruck Zähler und Nenner Null, und eine ganz Ahnliche Rechnung 
wie früher ergiebt: 

dF ^ dF \ q>^Qi)»'X-2a') + - (p^Qi)»'^(^-£ß)^... 

(12.) ( ds ds 

dli><pa(x.) dlgy6(g) 
"^* ds ds 

Hier ist 9a(») = in den p—i Punkten «, (p6(») = in den ß. 

Will man f'(i) haben, so braucht in (12.) nur +-2'« för —Sa, -\-JSß 
für —2ß gesetzt zu werden. Bemerkenswerth ist der Fall, wenn die a und 
ß selbst durch eine Gleichung (p = verknOpft sind. Dann ist 

9«(») = y6(«), 
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und es ist einfacher: 

►— 1 



(lä-) A.)=-2Jfffe^, r(.)=-rt.) 



p-i 



Die Constante C ist offenbar m^ wenn man Ig(— l)=:7i« annimmt. Denn für 
« nahe gleich »' wird die linke Seite 

Im früheren Aufsatze habe ich fflr /i=2 die Formel f&r die Vertauschung 
von Parameter und Argument angegeben. Man kann durch ein sehr einfaches 
Verfahren die allgemeinste Formel dieser Art erhalten. Nimmt man auf (1.) 
Rücksicht, so ist offenbar, wenn wir jetzt mit x und y die oberen Grenzen 
der Integrale für die Punkte u und « bezeichnen: 

y di 

Sind nun die Punkte v', ... «^^^^^ so bestimmt, dass 

so ist die linke Seite bei etwas anderer Anordnung identisch mit: 

Y dt 

Man hat daher ganz allgemein: 

(15.) r^^rf, = f"^^*- 

Halle, im Juni 1866. 
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Note sur Falgorithiue des tangentes doubles d^une 

courbe du quatrieme ordre. 

(Par M. A. Caijley ä Cambridge.) 



yjn n'a pas, je crois , assez fait allenlion ä ralgoritbme (tire de la 
consideralion d'une figure dans Tespace) qu'a Irouve M. Hesse (dans le memoire 
„Ueber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung**^ t. XLIX de ce 
Journal, 1855) pour denoler les tangenles doubles (ou bitangenles) d'une 
courbe du quatrieme ordre. Voici en quoi cet algörithme consiste. En em- 
ployanl les huil symboles 1, 2, 3, ... 8, les 28 bitangentes sont representees 
par les combinaisons binaires 12, 13, 14, ... 78. Cela pose, considerons 
une expression quelconque 12, 13, 14, ou 12, 34, . . . ou disons un „terrae" 
qui represente un Systeme d'une seule ou de plusieurs des bitangenles. On 
peut operer sur ce terrae avec deux especes de substituiions ; la Substitution 
ordinaire qui consiste ä changer Tarrangement 12345678 des huil symboles 
en un autre arrangement quelconque; et la Substitution „bifide^^ represenfcie 
par un Symbole tel que 1234.5678, lequel denote qu'il faul entrechanger les 
combinaisons 12 et 34, 13 et 24, 14 et 23, 56 et 78, 57 et 68, 58 et 67, 
en ne changeant pas les autres combinaisons. Par exemple en operant avec 
1234.5678 sur 34, 45, 56, 17 on obtienl 12, 45, 78, 17. Le nombre de 
ces substitutions bifides est 35, ou en comptanl la Substitution, unile, qui ne 
change aucune des combinaisons, ce nombre est 36. 

Appelons „homolypiques^^ deux lermes qui se derivent Tun de Tautre 
par une Substitution ordinaire; „syntypiques^^ qui se derivenl Tun de Tautre 
par une Substitution ordinaire ou bifide; „sous-groupe^^ le Systeme entier des 
lermes homolypiques ä un terrae donne: „groupe^^ le Bysteme entier des lermes 
synlypiques ä un terrae donne. \]n groupe peut contenir un seul sous-groupe, 
ou plusieurs sous-groupes: raais il importe de reraarquer que la nolion du 
sous-groupe n'a pas de significatiön geomelrique, et ne serl que comme moyen 
de former les termes du groupe. Cela etanl, le Iheorerae geomelrique est 
celui-ci; „les systemes de bitangentes representees par des lerraes synlypiques 
(ou aulreraenl dit, par des lerraes qui appartiennenl au raörae groupe) ont les 
radraes proprietes geometriques.'^ 
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Par exemple, en considerant les bjtangentes deux a deux, od a deux 
sous-groopes, Tun composä de termes .homotypiques a 12^ 13; Tautre, de 
termes homotypiques a 12, 34 -> ou disons, ie sous-groupe 12, 13 de 168 
termes et Ie sous-groupe 12, 34 de 210 termes; mais ces deux sous-groupes 
ne forment qu'un seul groupe: pour montrer cela il suffit d'operer snr 12, 13, 
par exemple avec la Substitution 1245.3678, ce qui donne 45, 13 terme 
homotypiqne a 12, 34. Cela yeut dire qu'il n'y a pas de combinaisoit de 
deäx-bitangenles qui se distingue d'une maniere quelconque de toute autre 
combinaison de deux bitangentes. 

Mais en combinant les bitangentes trois a trois, on a les deux sous- 
gronpes 12, 34, 56 (420 termes) et 12, 23, 34 (840 termes) qui forment on 
groupe de 1260 termes; les trois bitangentes reprösentees par un quelconque 
des 1260 termes ont leurs six points de contact sur une mdme conique. Les 
trois autres sous-groupes 12, 23, 31 (56 termes), 12, 23, 45 (1680 termes) 
et 12, 13, 14 (280 termes) forment un groupe de 2016 termes — et pour 
trois bitangentes representees par un terme quelconque de ce groupe, les six 
points de contact ne sont pas situes sur une m6me conique. 

Comme un autre exemple j'explique la Constitution des 63 „groupes^^ 
dd Steiner (voir Ie memoire de Steiner, „Eigenschaften der Curven vierten 
Grades rdcksicfatlich ihrer Doppeltangenten^^ t. XLIX de ce Journal, 1855) oo 
(pour eviter Temploi de ce mo\ groupe dans une nouvelle signification) disons 
les 63 termes G de Steiner, chaque terme compose de 6 patres de bitan- 
gentes. On a id un sous-groupe de 35 termes Gi de la forme 

12, 34; 13, 42; 14, 23; 56, 78; 57, 86; 58, 67 

(pour abreger on peut denoter ce terme par 1234.5678), et un sous-groupe 
de 28 termes G2 de la forme 

13, 32; 14, 42; 15, 52; 16, 62; 17, 72; 18^ 82 

(pour abreger on peut de m6me denoter ce terme par 12.345678), les deux 
sous-groupes forment Ie groupe des 63 termes G. 

Steiner a de plus considere les „systemes^^ ou disons les termes S^j, 
$1, composes chacun de trois termes G; savoir 315 termes Sg et 336 termes S2. 
Les 315 termes Si sont ici un groupe compose d'un sous-groupe de 105 
termes 3(f| de la forme 

1234;5678; 1256.3478; 1278.3456 
et un sous-groupe de 210 termes 2G2 + G1 de la forme 

12.345678; 34.125678 et 1234.5678. 
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Et de mdoie Im 336 Xermes 8^ sont ob groupe conpose d^im soos- 
groape de 280 teroies 261 + ^^2 de la forme 

1234.5678; 5234.1678 et 15.234678 

et an soos-groape de 56 teriDes 3G2 de la forme 

12.345678: 13.245678; 31 .245678. 

U va MM dire que je me suis servi de Tabreviation 1234.5678 poar denoter 
ie terme 12, 34; 13, 42; 14, 23; 56, 78; 57, 86; 58, 67; et de möme 
pour les aulres termes Gj oa fir,. 

M. Aronhold (dans Ie memoire „Ueber den gegenseitigen Zoaammen- 
hang der 28 Doppeltangenten einer allgemeinen Corve vierten Grades*' Berl. 
Monal^ber. Juli 1864), partant de 7 bitangentes donnees, a troave one con- 
»tmction pour les aulres 21 bitangentes. Les bitangentes donnees doivent ötre 
independantes ; savoir poor trois quelconques de ces 7 bitangentes, les six 
poinls de contact ne sont pas situes sur une m£me conlque. Les bitangentes 
representees par les termes 12, 13, 14, 15, 16, 17^ 18 sont un tel Systeme 
de bitangentes independantes; et en denotaut de cette maniere les 7 bitan- 
gentes donnees, la bitangente construite par Ie moyen de la conique qni touche 
cinq de ces droites, par exempie les droites 38, 48, 58, 68, 78, (ou conique 
34567) peul ötre denotee par 12, et de memo pour les autres bitangentes 
chercbees; on a ainsi Ie Systeme entier des bitangentes denotees comme aur* 
paravant par 12, 13, 14, ... 78. 

J'ajoute que Ie groupe qui contient 18, 28, 38, 48, 58, 68, 78 est 
compose d'un sous- groupe 18, 28, 38, 48, 58, 68, 78 de 8 termes, et d'un 
sous- groupe 12, 23, 31, 48, 58, 68, 78 de 280 termes; Ie groupe coulient 
donc 288 termes; savoir il y a ce nombre 288 de systemes de sept bitan- 
gentes independantes qui peuvent chacun servir a trouver par la eonstructiön 
d'ArofÜH)ld les autreg 21 bitangentes. 

P. S. J'ai trouve a propos de la methode de M. Aronhold une forine 
commode pour requation de la conique qui touche cinq droites donnees; 
en supposant que Ton alt identiquement x+y +z + w ^ 0^ et que les droites 
donnees soienl a; = 0, y = 0, js = 0, «? = 0, et €u:+by+c&+dw = 0, requaUon 
de la conique est 

{a-dy (b-cf (xw+yi) + (b-df {c-af {yw^-zx) + {c-df {a^bf {zw+xy) = 0. 
J'ajoulü qu'en cfcrivant pour abreger, 

a: (1:y^ [a-d){b — c) :{b — d){c—a) : {c-^d){a'-b) 
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(d'oü a + ß + y = 0) les coordonn^es (j?^y, ä, «?) des points de contact avec les 
droites 

respectivement; et que les coordonnees du point de contact avec la droite 
ax + by + cz + dw = sont 

X :y : SS :iv == (bcd) : —(cda) : (dab) : —(abc) 

ou, pour abreger, (bcd) denote (6 — c)(c— rf)(rf— 6), et de möme pour (cda)^ 
{dab\ (abc). 

Cambridge, 23. septembre 1867. 
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Notiz über zwei Systeme von partiellen 

Difierentialgleichungen. 

(Von Herrn Paul du Bois-Reymond in Heidelberg.) 



Xjei Untersuchungen im Gebiete der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen begegnet man nicht selten folgenden zwei Systemen linearer partieller 
Differentialgleichungen : 

^'•^ "'ä^"'""^^J''""+""ä^ = ^'' /> = i,2,...»». 

Im zweiten System muss also die Anzahl der gesuchten Fanctionen z gleich 
der Anzahl der Argumente x sein. 

Die Auflösung beider Systeme lässt sich mit der Integration gewöhn- 
licher Differentialgleichungen in Zusammenhang bringen, wovon in dieser Notix 
die Rede sein soll. 

Was das System (I.) betrifft, so hat Jacobi durch einen Verifications- 
calcul nachgewiesen*), dass seine Integrale willkürliche Functionen der In- 
tegrale folgendes Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen sind: 

/|a \ ^1 _ äx^ __ __ dx» _ dz^ _ d%^ _ __ d!6m 

^^'^ u, "" 11. ""'••-" un " U, ~" U, ~"~ ü^' 

FQr Lehrzwecke ist es vielleicht nicht ganz überflQssig zu zeigen, wie der 
/aco6fsche Satz sehr einfach und ohne Rechnung aus den bekannten Eigen- 
schaften der Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen folgt. 

Greifen wir irgend eine Gleichung des Systems (I.) heraus, z. B. die 
erste: 

und betrachten die Uebrigen als nicht vorhanden, so kann man diese Gleichung 
auffassen als eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung fOr Si, 
in deren Coefficienten vollkommen wilikOrliche Functionen js^, jsj, ... a^ vor- 



') Bd. 11.^ pag. 321 dieses Journals. 
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kommen. Sobald man Ober diese verfägt hat, ist bekanntlich das g^esnchte 
Integral der vorstehenden Gleichung eine willkärliche Function der Integrale 
des Systems: 

Statt jedoch von vorn herein die beliebigen Functionen 4^9 ^, * . . «„ der x- als 
gegeben anzunehmen, kann man zum vorstehenden System (2.) m—i beliebige 
Differentialgleichungen hinzufügen, z. B. von dieser Form: 

(3.) _ = -^ = _ = ... = __, 

WO die V beliebige Functionen der x und is sind. Dies läuft in der That 
auf dasselbe hinaus , wie wenn man die jsj ^ ^3 ? • • • «» als von vorn herein 
gegeben annimmt. Denn denkt man sich die zur Bestimmung der js^, ... ^« 
gegebenen Gleichungen differentiirt, und sowohl aus ihnen, als auch aus den 
Gleichungen (2.) die Differentiale dofi^ doh^ ... dx^ eliminirt, so kann man 
die sich ergebenden m — l Gleichungen zwischen den Differentialen di. auf 
die Form (ä.) bringen, und da die F in derselben Zahl vorhanden sind, wie 
die für die «29 »yt • • « ^m wiUkfirlich gegebenen Gleichungen, so sind die Y 
vollständig willkOrlich. 

Denkt man sich jetzt die Integrale des Systems: 

(A \ ^^1 _ ^t _ _ dxn _ d^^ _ dz^ _ rf», _ _ fltem 

^^'^ V, " «t - •- u, - u, ^ r, "" K, r^ 

vorgelegt, so* sind m willkflrliehe Functionen dieser Integrale gleich Null ge-- 
setzt, die Integrale von (l.}<, wenn (1.) als eine Differentialgleichung fOr Si^ 
I29 . . . «» angesehen wird, in der die Differehtialquotienten von «j, J53, ... 2» 
fehlen. Auch dies liegt auf der Hand, sobald man folgendes beächtet: 
Hat man nämlich ein System von m+n Differentialgleichungen: 

dXp = XpdZy p = 1, 2, ... m, m+l? . .. w + w 
nebst ihren Integralen: 

und benutzt die Integrale a»+i=9>«4.i, ... a^+» =^ 9>.>+f» dazu, um aus den übrigen 
Integralen einerseits und den Differentialgleichungen dxi=^Xidi,. ..dx^^X^di 
andererseits die Variabein o;«^), .^. x^^^ zu eliminiren, so sind die so ver- 
änderten Integrale oei^^i, ... a^^(p^ die Integrale der veränderten Dif-^ 
ferentialgleichungen dxi^Xid&, . . . dx^^X^dz. Denn differentiiren wir z. B. 
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das ersle Integral a| = <jpi, in welchem nun x^^i^ ... ar^^., Bicbt mehr ent^ 
halten sind, so folgt: 

Wäre ifi kein Integral, mithin diese Gleichung keine Identität, so mösste sie 
eine Relation zwischen den Grössen: 

sein. Eine solche Relation kann es aber nicht geben^ da man ans den n In- 
tegralen «,„^, = y«+i, •.. ff^^., = y«+, nicht die n Grössen a:«+i, . - . a?« eli- 
miniren kann. 

Dies berflcksichtigt, denke man sich die Grössen s,, «,,... »^ ans m—\ 
der Integrale des Systems (4.) oder, was dasselbe ist, ans m—i Combimitionen 
dieser Integrale bestimmt. Diese Grössen ^s^? ^9 ••• «» setzen wir ein in 
die übrigen Integrale des Systems (4.), in die Differentialgleichungen (2.) mid in 
die Differentialgleichung (1.)* Bestimmt man darauf j5i aus einem der flbrigeo 
Integrale des Systems (4.) oder aus einer Combination dieser Integrale und setzt 
es in (1.) ein, so muss es nach der Theorie der linearen partiellen Differential^ 
gleichungen erster Ordnung die Gleichung (1.) identisch erfüllen. Wir brauchen 
aber nicht, wie eben geschehen, die einzelnen Operationen algebraisch zn trennen, 
sondern es werden ^1, is^? . . . ««^ aus beliebigen m Integralen des Systems (4.) 
bestimmt, die partielle Differentialgleichung (1.) erfQllen. 

Damit ist aber auch der Jakobische Satz bewiesen, denn wenn man 
z. B. U2 statt V2 schreibt, so werden die iSy aus m Integralen des Systems: 

^ ^^ t*. u, •• 11. ~ ^, - r, ~ r, '"^ K. 

bestimmt, jede einzelne der beiden Gleichungen: 

befriedigen, da nach dem Vorigen die erste erfüllt wird, und fQr die zweite 
genau dieselbe Betrachtung, wie für die erste, gilt, indem das System (5;) 
für beide symmetrisch ist Ersetzt man nunmehr successive die V durch die üy 
so findet man schliesslich, dass die z aus m beliebigen Combinationen der In-^ 
tegrale des Systems (P.) bestimmt, das System (I.) befriedigen^ w.z.b. w. 
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Was ferner daß System (II.) anbelangt, so lässl sich leicht zeigen, dass 
es nur eipe Transformation der Pfaffschen Differentialgleichung ist. MuUipliciren 
wir nämlich jede der Gleichungen: 

mit dXj, und addiren sie, so finden wir, wegen 

(6.) Uidzi+Uidüi-] 1-««^«« = Uidx^+U2dx2'] \-U^dx„, 

eine P/ayfsche Gleichung zwischen den 2n Variabeüi x^ ar„ . .. x», äj, ä2? • • 2«, 
deren n Integrale , die auf bekannte Weise mit den Integralen gewisser ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen in Zusammenhang stehen^ auch die Integrale 
des Systems (II.) sind. Die P/ay/sche Gleichung (6.) und das System (IL) sind 
vollständig äquivalent *). 

Ist umgekehrt eine Pfaffsche Gleichung: 

Xidxy-\-X2dx2 + "*-{-X2^dx2n ~ 
mit ihren n Integralen gegeben, so können diese n Integrale dienen, um n von 
den Variabein a^i, x^, . . . a?3« durch die n übrigen auszudrücken. Die letzteren 
spielen dann die Rolle von Argumenten, deren lucremente willkürlich sind. 

Es seien Xj, Xj, ... a?„ die als abhängig, und x^^^^ i!Pii+2^ • • • ^2» die 
als unabhängig gedachten Variabein, so dass 

Diese Ausdrücke in die Pfaffsche Gleichung eingeführt und die Coefficienten 
der willkürlichen Differentiale rfx„+i, rfa:„^_o, ... dx2n gleich Null gesetzt, er- 
hält man folgendes System von partiellen Differentialgleichungen: 

dx dx C7X 

Xi-^ * hXo—. \"'"^Xf.-K = ^n-4-f) 9 p=i,2, ...It, 

^dXn^p 'dXn+j, "ÖX^+p n+p, r , 1 y 

also ein System (IL). Solcher Systeme (IL) erhält man durch verschiedene Wahl 



^^P = ^^-^ ^^»+1 + ^r-T ^^-+2 -i \--^-^dx2„ , /? = 1, 2, . . . «. 



*) üeber dieses System (IL) findet sich folgende Aeusserung bei Jacobi in seiner 
Abhandlung „Dilucidationes etc.*' (Bd. XXIII, pag. 86 dieses Journals): Quod et ipsum 
(systema) ad aequationes differentiales vulgares reduci potest, sed ea niulto difficilior 
est reductio, et ad Calculi Integralis probleniata niaxime sublimia pertinet. Und in 
einer späteren Abhandlung (Theor. nov. Mult. etc., Bd. XXIX, pag. 248 dieses Journals) 
bewirkt er diese ZurilckfUbrung in einem sehr speciellen Fall. 
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der abhängigen Yariabeln ^ 4 » " " — ^ ^i® alle nnter sich und mit Aer Pfaffe 

seilen Gleiciiong, aus der sie entstanden, völlig äquivalent sind, und die alle 
auf dieselbe P fa ffsche Gleichung zurfickgefflhrt werden können. 

Diese Ueberfäbrung der Pfaffschen Gleichung in die Lagrangesche Form 
bietet öfters Vortheil, z. B. um die Bedingungen dafür zu erhalten, dass sie 
durch weniger als n Integrale befriedigt werden könne, besonders aber bei 
Behandlung eines Systems von zwei Pfaffschen Gleichungen, von welchem 
die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung abhängen, auf welche 
Punkte ich gelegentlich zurOckkommen werde. 

Heidelberg, im August 1867. 
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lieber die Anzahl der Kegelschnitte, welche acht 

Gerade im Räume schneiden. 

(Von Herrn J. Lüroth in Heidelberg.) 



JCiin Complex w'"' Ordnung von geraden Linien (im Plückerschen Sinne) 
kann in speciellen Fällen degeneriren in eine Raumcurve n^'^' Ordnung. Man 
kann die Bedingung, dass eine Gerade eine Curve schneidet, also die Glei- 
chung der Curve in P/t^c/rerschen Coordinaten, wenn sie der vollständige 
Durchschnitt zweier Flächen von den Ordnungen m und n ist, leicht erhalten 
mit Hülfe eines Salzes, den Herr Clebsch (Bd. 59, pag. l,ff. dieses Journals) 
gegeben hat. Man hat, nach der dort gegebenen Vorschrift, die Resultante 
zweier Gleichungen vom m'"" und n**^" Grade symbolisch aufzustellen und die 
vorkommenden Determinanten durch andere zu ersetzen, die in jeder Reihe 
zwei BuchsCaben mehr und die Coordinaten zweier Ebenen 

«1 «2 «3 

l?i l?2 ^3 

als neue Reihen enthalten. 

So wird z. B. aus der Resultante 



«1 

6i 



«2 

b. 



= 



von zwei linearen Gleichungen, die Gleichung 



Oi 02 03 O4 

b\ bi 63 64 

tti «2 «3 «4 

t^l l?2 ^3 t?4 



= 



einer Geraden erballen. Aus der Resultante einer quadratischen und linearen 
Form, die symbolisch ist. 



»1 
6x 






= 0, 



entsteht die Gleichung des Kegelschnitts 

Jovrn»! fOr Mathematik Bd. LXVUI. Heft 2. 
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üi 02 (h ^4 

6i 62 63 64 

t^i ff2 tfj Ml 

<?| f?2 ^3 ^4 



- 0, 



wo jetzt die 6^ die Coordinaten einer Ebene sind und für die symbolischen 
Producte a^ait die Coefficienten einer Fldche zweiter Ordnung gesetzt werden 

müssen. 

Die Frage, wie viele Gerade nun nothwendig sind, um einen Kegel- 
schnitt zu bestimmen, und wie viele Curven so bestimmt werden, dSrfle sich 
aus der obigen Gleichung, wegen der complicirten Beziehung zwischen den 
CoefGcienten, nicht leicht beantworten lassen. Ich habe es daher vorgezogen^ 
auf geometrischem Wege eine Lösung zu versuchen, die ich mir hier vorzn- 
legen erlaube. 

1) Da ein Kegelschnitt durch fünf Punkte bestimmt ist, so kann, wenn 
nur fünf Linien gegeben sind, jede beliebige Ebene einen Kegelschnitt enthalten, 
der die fünf Linien schneidet. 

Sind sechs Linien gegeben, so giebt es folglich eine zweifach nnend* 
liehe Schaar von Ebenen, welche diese Linien in Punkten schneiden, die auf 
einem Kegelschnitte liegen. Diese Ebenen werden eine Fldche umhüllen, deren 
Klasse gleich ist der Anzahl von Ebenen eines Büschels mit der beliebigen 
Axe x^ welche die sechs Linien in Punkten eines Kegelschnitts schneiden. 
Bezeichnen wir die sechs Linien in irgend einer Ordnung mit a, b, c, d, e, f 
und ihre Schnittpunkte mit irgend einer Ebene des Büschels mita', b\ c\ if, e\ fy 
so ist die Bedingung, dass die Scheitel der drei Linienpaare 

dV rf'e' 

dd' fd 
in einer Geraden liegen, nothwendig und hinreichend dafür, dass man durch 
jene Punkte einen Kegelschnitt legen kann. Dreht man nun die Ebene um Xy 
so wird die Linie aV y da sie an a^ h und x gleitet, ein Hyperboloid {ahx) 
beschreiben, ebenso die Linie cTe' eines {dex\ und folglich wird sich derScheifel 
des Linienpaares all y cTe' auf einer Curve dritter Ordnung bewegen, die x 
zur Sehne hat und die wir mit A bezeichnen wollen. Die Scheitel der Linien- 
paare Vd y e'f und c'rf*, /"V werden in gleicher Weise auf Curven dritter 
Ordnung B und C liegen, die auch beide x zw Sehne haben. Die Ebenen, 
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welche der Aufgabe genfigen, noflssen nun A, B, C in Punkten schneiden, die 
auf einer geraden Linie liegen. Um ihre Zahl zu finden, nehme man auf x 
einen Punkt a an und lege von ihm als Spitze Kegel durch A und B. Da 
diese in x eine Doppelkante haben, schneiden sie sich in fünf Linien. Eine 
Ebene durch eine dieser Linien und x- gelegt, schneidet C nur in einem Punkte, 
der nicht auf x liegt. Dieser Punkt und der Schnittpunkt mit B bestimmen 
eine Linie, welche x m ß treffen möge. Jedem Punkte er entsprechen somit 
ffinf Punkte ß und ebenso umgekehrt jedem ß fünf a. Wenn ein Punkt a 
mit einem entsprechenden ß zusammenfällt, liegen die Schnittpunkte der zuge- 
hörigen Ebene mit A^ B, C auf einer Geraden. Zu den zehn Fällen, in welchen 
dies, dem gegenseitigen Entsprechen von a und ß zufolge, eintritt, gehören 
auch die beiden, dass a und ß in einen der beiden Punkte fallen, die x mit 
B gemein hat. Diese sind aber nicht zu rechnen, weil, einen dieser Punkte 
für a genommen, jede durch x gehende Ebene die Eigenschaft hat, denselben 
Punkt fQr ß zu liefern. Es bleiben somit acht Lösungen übrig. Ich habe hier 
angenommen, dass die sechs Linien in irgend einer Anordnung mit a, b, • • • / 
bezeichnet seien. Da aber, wenn sechs Punkte in einem Kegelschnitte liegen, 
jedes aus ihnen gebildete Sechseck ein JPa«ca/sehes ist, so ist klar, dass keine 
anderen Lösungen existiren können als die acht eben gefundenen. Wir haben 
also den Satz: 

In einem Ebenenbüschel giebt es acht Ebenen, welche sechs beliebig 
gegebene Linien so schneiden, dass die Schnittpunkte auf einem 
Kegelschnitte liegen. 

und folglich 

Umhüllen alle Ebenen, welche sechs Linien in Punkten eines Kegel- 
schnitts schneiden, eine Fläche achter Klasse. 

Nehmen wir an, es seien nur fünf Linien gegeben, so liegt in jeder Ebene 
des Büschels x ein Kegelschnitt, der diese fünf Linien schneidet, und alle diese 
Kegelschnitte bilden eine Flüche. Aus dem obigen Satze folgt dann der andere: 

Wenn ein verftnderlicher Kegelschnitt an fünf Linien gleitet, so dass 
seine Ebene stets durch eine Gerade x geht, so beschreibt er eine 
Fläche achter Ordnung. 

Die fünf Lini^i liegen ganz auf der Fläche und die Gerade x ist sechsfacbe 
€ttrve derselben. 

24» 
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2) Jede durch eine der Linien a^ , . . f x. B. a gelegte Ebene schneidet 
nur noch 6^ e^ . . . / in einzelnen Punkten und enthält folglich einen Kegel«* 
schnitt, der a zweimal schneidet. Man kann desshalb vermuthen, dass jede 
durch a gehende Ebene doppelt zu rechnen sei. Um hierüber zu entscheiden^ 
nehmen wir an, die Linie x^ welche froher beliebig lag, schneide die Linie 
a in einem Punkte y^ und suchen jetzt wieder die Zahl der Ebenen, welche 
durch X gehen und die sechs Linien in Punkten eines Kegelschnitts schneiden« 
Diese Kegelschnitte sind jetzt gezwungen durch den Punkt y zu gehen. An 
die Stelle des Hyperboloids {abx) tritt also hier die Ebene {yb). Diese schneidet 
das Hyperboloid {dex) in einem Kegelschnitte A, der den Punkt y enthalt 
Die Hyperboloide {bcx) und [efx) schneiden sich in einer Curve dritter Ord- 
nung B, die mit x zwei Punkte gemein hat, während die Flächen {cdx) und 
[fax) wieder einen Kegelschnitt C erzeugen, der durch y geht. Einem Punkte 
a auf a; entsprechen dann vier Punkte ß und umgekehrt. Es fallen somit achtmal 
zwei entsprechende Punkte zusammen. Von diesen sind aber die beiden Schnitt-- 
punkte der Curve B mit x nicht zu rechnen, so dass nur sechs übrig bleiben. 
Da jedenfalls acht Ebenen durch diese Linie x gehen müssen, so ist die durch 
X und a gelegte Ebene, welche gleichfalls einen Kegelschnitt enthält, doppelt 
zu rechnen. Durch diese Untersuchung ist zugleich der Satz bewiesen^: 

Die Ebenen der Kegelschnitte, welche durch einen Punkt gehen und 
fünf Linien schneiden, umhüllen einen Kegel sechsler Classe. 

Durch jade der Linien a^ . . . /" gehen somit unendlich viele doppelt zu rechnende 
Ebenen unserer Fläche. Diese Linien sind daher als Doppelcurven zu be- 
trachten. 

Wenn ferner die Linie x vier von den sechs Linien schneidet, so hat 
jede durch sie gehende Ebene nur mit zweien der Linien veränderliche Schnitt- 
punkte gemein, die stets auf einer Linie liegen. Jede Ebene eines Büschels, 
dessen Axe vier der sechs Linien schneidet, enthält also einen zerfallenden 
Kegelschnitt. Diese 2. 15 = 30 Linien sind einfache Linien der Fläche. Ausser 
diesen sechs Doppel- und dreissig einfachen Geraden enthält die Fläche keine 
geraden Linien mehr. 

3) Wenn nun sieben Linien gegeben sind a^ . . . /^ g, so kann man die 
Flächen achter Klasse construiren, welche gehören zu den Linien abcdef und 
abcdeg. Jede Ebene, die beiden Flächen angehört, enthält zwei Kegelschnitte, 
welche fünf Punkte gemein haben, also einen Kegelschnitt, der die sid>en Linien 
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ay . . - ^ schneidet. Alle diese Ebenen bilden eine abwickelbare Fläche vier* 
Qfidsechzigster Klasse. In dieser Fläche kommen aber Ebenen vor, welche 
zwei verschiedene Kegelschnitte enthalten und folglich nicht zu rechnen sind. 
Damit dies möglich ist, dürfen, wenn beide Kegelschnitte nicht zerfallen, nur 
vier der Linien a^ . . . ^ in einzelnen Punkten geschnitten werden. Diese Ebenen 
bilden also die Büschel, deren Axen a^ by Cy dy e sind. Jede dieser Ebenen 
ist vierfach zu rechnen, und die Klasse der abwickelbaren Fläche erniedrigt 
rieh dadurch um 20. Wenn einer der beiden Kegelschnitte zerfällt, so muss, 
wie man leicht sieht, auch der andere zerfallen, und damit dann beide nicht 
identisch sind, reichl es hin, wenn ihre Ebene vier der Linien in Punkten einer 
Geraden schneidet. Dieser Bedingung genügen die Ebenen der zehn Büschel, 
deren Axen je vier der fünf Linien Cy . . . e treffen. Hiedurch wird die 
Klasse der abwickelbaren Fläche um weitere 10 erniedrigt, so dass 

Alle Ebenen, welche sieben Linien in Punkten eines Kegelschnittes 
schneiden, eine abwickelbare Fläche vierunddreissigsler Klasse bilden. 

4) Uniersuchen wir noch, wie viele Kegelschnitte durch einen ge- 
gebenen Punkt gehen und sechs Linien z. B. bcdefg schneiden. Die Ebenen 
dieser Kegelschnitte sind nach 2) gemeinsame Tangenlenebeneu der beiden 
Kegel sechster Klasse, die zu den Linien bcdef und bcdeg gehören. Nicht 
zu rechnen sind aber die Ebenen durch den gegebenen Punkt und die Linien 
by Cy dy e welche Doppeltangenlenebenen jedes Kegels sind und die Ebenen durch 
jenen Punkt und die beiden Linien, welche bcde schneiden. Daher der Satz: 

Durch einen beliebigen Punkt gehen achtzehn Kegelschnitte, welche 
sechs gegebene Linien schneiden. 

5) Wenn nun zu den sieben Linien noch eine achte h hinzukömmt, so 
bilden wir noch die Fläche achter Klasse, die zu den Linien abcdeh gehört. 
Die Ebenen, welche sie mit der abwickelbaren Fläche vierunddreissigsler Klasse 
gemein hat, sind die Ebenen^ welche die acht Linien in Punkten eines Kegel- 
schnitts schneiden. Auf dieser Fläche liegen aber auch die fünf Doppellinien 
abede und die zehn einfachen, welche je vier jener schneiden, und die durch 
diese gehenden Ebenen sind zu verwerfen. Die Ebenen, welche die abwickel- 
bare Fläche mit einer dieser z. B. a gemein hat, enthalten einen Kegelschnitt, 
der die Linien f und g und somit ausser a sechs Linien schneidet. Nach 1) 
giebt es acht solcher Ebenen. Jede derselben ist doppelt zu rechnen. Um dies 
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EU erkennen, bemerken wir, dass durch einen Punkt der Linie a s, B. 34 Ebenea 
der abwickelbaren Fläche gehen mfissen. In 4) fanden wir achtzehn solcher 
Ebenen, die fehlenden sechszehn werden gerade durch die hier gefundenen acht 
ersetzt, wenn wir sie doppelt zählen« Eine Ebene dagegen, welche abed in 
Punkten einer geraden Linie schneidet, kann in zwei Lagen auch noch efg in 
Punkten einer Geraden treffen. Daher hat jede dieser Linien zwei Ebenen mit der 
abwickelbaren Fläche gemein. Wir haben also schliesslich das Resultat: 

Es giebt 8.34-2.2.5.8-2.10 = 92 Kegelschnitte, welche acht 
beliebig im Räume liegende gerade Linien schneiden. 

Heidelberg, 12. November 1867. 
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CoDstruction der Fl&ehe zweiten Grades durch 

neun Punkte. 

(Nach den hinterlassen en Manuscripten Jacob S/tfifters dargestellt 

von Herrn C F. Geiser in Zürich.) 



X/ie Aufgabe eine Flfiche zweiten Grades durch neun im Raunte be- 
liebig gegebene Punkte zu legen, ist bekanntlich durch die Herren Hesse (Bd. 24 
dieses Journals), Seydewitz (Bd. 9 des Grtiner/schen Archivs) und Schröter 
(Bd. 62 dieses Journals) gelöst worden. In den hinterlassenen Manuscripten 
Steiners ist nun ein mit kurzen Notizen versehenes Quartblatt vorhanden, welches 
zeigt, dass Steiner bereits im Jahre 1836 zwei verschiedene Constructionen dieser 
Plflehe gefunden hatte, die er aber nicht veröffentlichte, weil die zugehörigen 
Beweise nicht vollständig und einfach genug und die Constructionen nicht linear 
waren. Während, wie es scheint, die von Steiner als zweite dieser Lösungen 
bezeichnete Construction nicht auf die nöthige Einfachheit gebracht werden hann^ 
imd sich desshalb zur Veröffentlichung nicht eignet, ist es gelungen, mit einigen 
Abänderungen und Vervollständigungen die erste derselben in eine Form zu 
bringen, welche, trotzdem die gesuchte Fläche nicht linear hergestellt wird, 
doch mit so geringen Mitteln zum Ziele führt, als man Oberhaupt bei der com- 
plleirten Aufgabe erwarten darf. Ihrer Darstellung ist die nachfolgende kurze 
Mittheiluttg gewidmet. 

Wenn den neun gegebenen Punkten in einer beliebigen Rdhenfolge 
He Zahlen (1) bis (9) zugefugt werden, so lege man zuerst die Ebenen (123)^ 
(456), (789), die man resp. mit 1, 11^ III bezeichne; ihr gemeinschaftlicher 
Dnrchschnittspunkt heisse S. Die Schnittgeraden von II und III, III und I, 
I nnd II, welche A, B, C heissen sollen, stehen nun zu der gesuchten Fläche 
/^ in der nachstehenden Beziehung: Jede der Ebenen I, II, III hat mit /^ einen 
K4»gelschnitt gemein, und für diese Kegelschnitte zu je zweien genommen, 
ftüd die Geraden A, B^ C gemeinscbafllicbe (reelle oder ideelle) Sehnen; 
kann man umgekehrt durch die Punkte 123, 456, 789 drei Kegelschnitte legen, 
fflr welche A, B, C gemeinschaftliche Sehnen sind, so liegen diese drei Kegel* 
schnitte auf Z^. 

Man betrachte zunächst nur die Punkte (1) bis (8). Die Gerade (23) 
triff! B und C resp. in Punkten 6 und c, von denen c mit (4), (5) und (6) 
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eine Kegelschnittschaar bestimmt. Ein willkürlicher Kegelschnitt der Schaar 
schneidet auf C ausser c einen Punkt c' aus, femer ergiebt dieser Kegelschnitt 
(456 cc') auf A zwei Punkte a und o', welche mit (7), (8) und b einen 
neuen Kegelschnitt in der Ebene III bestimmen, der die Gerade B ausser in 
h noch in einem Punkte 6' schneidet. Der Punkt b' ist durch den Punkt c' 
bestimmt; wenn c' auf der Geraden Csich bewegt, so durchlauft b' die Gerade B, 
und da zu jedem c stets ein, aber nur ein b' gehört, und umgekehrt, so 
sind B und C hinsichtlich der Punkte b' und c projectivisch. Aber b' und 
e gehen gleichzeitig durch S, d. h. D und C sind zugleich perspectivisch, 
und alle Yerbindungsgeraden entsprechender b' und c' laufen durch einen und 
denselben in der Ebene I gelegenen Punkt M. Fassen wir jetzt die Geraden 
(23) und (Mi) als Kegelschnitt K^ auf, der ganz in der Ebene I liegt, und 
welcher einen bestimmten Punkt c' auf C ergiebt, so erhält man in der an- 
gegebenen Weise zu diesem einen Kegelschnitt K2 in der Ebene II und einev 
Kegelschnitt K^ in der Ebene lil. Diese drei Kegelschnitte haben die Geraden 
A, By C zu gemeinschaftlichen Sehnen, und gehören demzufolge einer Flöche 
zweiten Grades F^ an, welche durch die Funkte (1) bis (8) geht. 

Wiederholt man dieses ganze Verfahren, indem man statt von d^ 
Geraden (23) nun von der Geraden (31) ausgeht, so erhält man in d^ 
Ebenen I, II, III drei neue Kegelschnitte Ki^ K^^ A^,, die wieder auf einer 
Fläche F2 liegen, welche die Punkte (1) bis (8) enthält. Die Flächen F, 
und /^ schneiden sich in einer durch die Punkte (1) bis (8) gehende Raum- 
curve, durch welche unendlich viele Flächen zweiten Grades gehea, nnter 
denen sich auch /, befindet, welche die Punkte (1) bis (9) enthält. Diese 
Schnittcurve hat mit jeder der Ebenen I, II, 111 vier Punkte gemein, welche 
resp. die Durchschnitte von A, und Ai, K2 und Kj^ Ky und K^ sind. Schneiden 
sich nun A3 und K^ ausser in (7) und (8) noch in y und /, so gehört der 
Kegelschnitt (78 y/ 9) der gesuchten Fläche /i an, von welcher natOrlich so- 
fort noch zwei andere Kegelschnitte zu finden sind. Damit darf die gestellte 
Aufgabe als gelöst betrachtet werden, und es ist nur noch hinzuzufügen, . daas 
diese Lösung zugleich die Construction derjenigen Raumcurve vierten Grad^ 
ergiebt, welche der Durchschnitt zweier Flächen zweiten Grades ist, und diireli 
acht gegebene Punkte im Räume gebt. 

Zürich, im Januar 1867. 
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Ueber die Reeiprocit&t der Pascal- Steiner sehen und 
der Kirkman-Cai/let/-Salmonsehen Sätze von 

dem Hexagrainmuin mystieum. 

(Von Herrn 0. Hesse in Heidelberg.) 



X/ie Noten in Salmons vierter Auflage seiner berühmten „Conic sections", 
welche von den Erweiterungen des Pcwca/schen Theoremes handeln, bekunden 
eine in die Augen fallende Reciproeität deutscher und englischer Entdeckungen. 
Es stehen sich gegenüber: 

60. P. . . Pascakche Linien, 60. K . . . Kirkmansche Punkte. In 

jedem derselben schneiden sich 3.P. 
20.R . . . Sleinersche Punkte. 20. C^ . . . Cayley -- Salmonsche Linien. 

In Jedem derselben schneiden sich 3. P. Auf jeder derselben liegen 3.K. 
15.8^... Steinersche Linien. i5 . S„ . . . Salmonsche Punkte. 

Auf jeder derselben liegen 4.R. Injedem derselben schneiden sich 4.C^. 

Im Angesichte dieser Thatsachen möchte man glauben, dass die Elemente.. 
P und K der Figuren, welche auf der einen Seite die S^einerschen Punkte 
und Linien, auf der anderen Seite die Cayleyscheu Linien und Salmonschen 
Funkte bilden, sich als Polaren und Pole der Art auffassen lassen, dass in 
Rücksicht auf irgend einen Kegelschnitt jeder JPa^ca/schen Linie P als Polare 
ein Kirkmanscher Punkt K als Pol entspricht. Denn träfe dieses zu, so 
wären die neueren Erweiterungen des JP«ca/schen Theoremes sämmtlich re- 
oiprok zu den alteren in dem Sinne von Polaren und Polen. Es würden sich 
daraus aber noch weitere Consequenzen ziehen lassen. 

Nach Kirkman schneiden sich nämlich 60 Mal drei PcMCo/sche Linien 
P in einem Kirkmcmsc]\en Punkte K. Das fragliche Reciprocitäts- Gesetz 
würde daraus ergeben, dass 60 Mal drei Kirkmansc\ie Punkte auf einer geraden 
Linie liegen. Da nun schon anderweit nach dem Cayley-- Salmonschen Satze 
20 Mal drei Kirkmansche Punkte auf einer geraden Linie liegen, so. hätte 
man die reciproken Sätze: 
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Von den 60 Kirkmanschen Von den 60 Pasaüschen Li- 

Punkten jfiT liegen 20 Mal drei Punkte /T nien P schneiden sich 20 Mal drei 
auf einer geraden Linie C,, und über- Pascalsche Linien P in einem Steiner^ 
dies liegen 60 Mal drei JiTirAriTiaftsche sehen Punkte/i^ und übetrdies schneiden 
Punkte K auf einer geraden Linie H, sich 60 Mal drei PMcalsohe Linien F 

in einem /CtrArmaitschen Punkte K. 

Unzweifelhaft sind nach dem Vorhergehenden die ersten Theile der beiden 
reciproken Sätze gleich wie der zweite Theil des letzten Satzes. Zweifel- 
haft^ obwohl wahr, bleibt der zweite Theil des ersten Satzes, denn er ist an 
dieser Stelle nichts weiter als die Consequenz der fraglichen Annahme, dass 
sich die Po^co/schen Linien P als Polaren der J^tr/rmanschen Punkte K auf«-* 
fassen lassen. 

Es ist mir nicht gelungen das vermuthele Reciprocitätsgesetz zu ent- 
decken. Im Gegentheil weiss ich, dass diejenige Reciprocität der Piiscalschen 
Linien P und der Kirkmanschen Punkte K^ welche ich im Folgenden ent- 
wickeln werde, sich nicht in dem Sinne von Polaren und Polen auffassen ISast) 
wenigstens nicht in Rücksicht auf den Kegelschnitt, dem die 60 PasaUscken 
Sechsecke einbeschrieben sind. Dennoch wird man das erwähnte Becipro- 
citAtsgesetz als ein ideales gelten lassen, wenn auch nur in der Absicht^ rat- 
sprechende Thatsachen aus einander abzuleiten. 



§. 1. 

Durch 6 auf einem Kegelschnitte C gegebene Punkte abcdef lassen 
sich 15 gerade Linien L legen, welche jene Punkte paarweise verbinden. 
Diese lö geraden Linien L bilden 60 dem Kegelschnitte C ein beschriebene 
Sechsecke, die mit den Buchstaben P oder 77 bezeichnet werden. Dieselben 
Buchstaben sollen zugleich dazu dienen, die den Pascalschen Sechsecken ent-^ 
sprechenden Fa«ea/schen Linien auszudrücken. 

Unterdrückt man von den 15 geraden Linien £ 6, welche eines von den 
60 PMca/schen Sechsecken bilden, zum Beispiel die Seiten des Sechseckes: 

P = abcdef, 
80 bilden die 9 übrig bleibenden Linien L nnr drei von den 60 Pa^ealschffik 
Sechsecken : 

F'=^acebfd, F == ceadbf, F'==eacfdb. 



Hesse, Untersuchungen über das Hexagrammum mysticum. 



195 




Uaterdrflckt man ausserdem noch die 
drei Hauptdiagonalen des JPMca/schen 
Sechseckes P^ welche die gegenüber- 
liegenden Ecken paarweise verbinden, 
ao bleiben von den 15 Linien L, wie 
die Figur zeigt, die 6 punktirten geraden 
Linien zurück, welche zwei dem Kegel- 
schnitte C einbeschriebene Dreiecke bil- 
den. Die Seiten dieser Dreiecke sind 
bezeichnet mit denselben Buchstaben, als 
die ihnen gegenüberliegenden Ecken. 

Diese beiden dem Kegelschnitte C einbeschriebenen Dreiecke sind nach 
einem bekannten Satze einem anderen Kegelschnitt C umbeschrieben. Es 
ist darum das Sechseck mit den auf einander folgenden Seiten a'b' ... ein 
Brianchonsches Sechseck: 

B = {a'b'c'd'e'n, 
dessen Haupldiagonalen sich in einem Brianchonschen Punkte K schneiden. 

Dieser Punkt K ist ein Kirkmanscher Punkt. 

Denn die Hauptdiagonalen des Brianchonschen Sechseckes B sind nichts 
anderes als die Pa«ca/schen Linien P^^ P\ F" der eben so bezeichneten Sechsecke. 

Der KirkmanacAie Punkt K heisse der ideale Pol der Po^ca/schen 
Linie P, und umgekehrt soll die Pascalsche Linie P die ideale Polare des 
Kirkmanschen Punktes K genannt werden, den wir bezeichnen mit: 

K = PTF\ 

In dieser Weise ist jeder Kirkmansche Punkt K definirt als der ideale 
Pol einer durch ihn bestimmten Pascalschen Linie P, wie umgekehrt jede 
jPcMca/sche Linie als die ideale Polare eines bestimmten Kirkmanschen Punktes. 
Man hat daher 60 Kirkmansche Punkte gleich wie 60 Pascahche Linien. 

Um den idealen Pol einer, einem gegebenen JPo^ca/schen Sechseck ent- 
sprechenden, Pa^cakehen Linie zu construtren, lässt man nach dem Vorher- 
gehenden von den 15 Linien L die Seiten des gegebenen Sechseckes fort. 
Die aus den 9 übrig bleibenden Linien L gebildeten drei PascfUschen Sechs- 
ecke haben Pascaische Linien , welche sich in dem gesuchten idealen Pole 
schneiden. Ist umgekehrt ein Ätr/rmanscber Punkt K gegeben durch die drei 
Sechsecke, P^FF'^ deren Pa«ca/sche Linien sich in ihm schneiden, so braucht 
Bian nur von den 15 Linien L die 9 Linien L fortzulassen, welche die Seiten 
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der drei Sechsecke bilden. Die öbrig bleibenden 6 Linien L bilden das Sechseck, 
dessen Pc^calsche Linie P die gesuchte ideale Polare des Kirkmansehen 
Punktes K ist. 

Aber auch die angenommene symbolische Beziehung der Pascakcheti 
Linien zu handhaben, macht keine Schwierigkeit. Denn läge an Stelle von 
P irgend eine andere von den 60 Pctscakchen Linien IT vor: 

so hätte man nur die lateinischen Buchstaben in die entsprechenden griechischen 
zu verwandeln, um die drei Pc^calschen Linien: 

W = ayeß^d, 77' = ysa^ßl;, 77" = aay^dß 
zu erhalten, welche sich in dem idealen Pole der Po^ca/schen Linie 77 schneidea. 
Von dieser Regel wollen wir gleich eine Anwendung machen. 



§. 2. 

Nach dem Vorhergehenden entsprechen einer gegebenen Pascalschen 
Linie drei andere Pascalsche Linien, welche sich in dem idealen Pole <ler 
gegebenen Pc^calschetk Linie schneiden. Jedem der letzteren entsprechen 
wieder 3, also in gewisser Weise entsprechen der gegebenen Pascalschen 
Linie 9 Pasadsche Linien, sodann 27 und so weiter. Da aber die Zahl der 
Pascalschen Linien auf 60 beschränkt ist, so muss man nothwendiger Weise 
endlich ein Mal wieder auf einzelne der früheren zurückkommen. Untersuehon 
wir daher, wie bald dieses geschieht. 

Wir gehen von der Pascalschen Linie P aus und ihrem idealen Pole K: 

P, /f = F'P'P". 
Die idealen Pole der Pmcalschen Linien F*, Fy P" seien respective: 

1^0 pü pO Öi irf D' D' !>' 1/"" D''I>'I>" 

n — /7,i|i^|i, jfl =r'o/^|/^in "^ —^o^i'n? 

indem man nach der in dem vorhergehenden Abschnitte angegebenen Regel hat: 

Fi = aefcdb, Fl = efabcd, Fl, = faedbc, 
Pn = acbefd, Py = abcdef, P'n = bcafde, 
Pö = ecdabfy Fi = cdefab, P^ = decbfa. 
Da die Ausdrücke von 7^/, Pi, Fl nur durch cyclische VerlauBchuBgea 

der Elemente von dem Ausdrucke P verschieden sind, so haben wir: 

Das will sagen, dass die imaginären Pole IC\ K\ K" auf Aer Pagealschen 
Linie P liegen, oder ausführlicher ausgedrückt: 
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1) Die idealen Pole der drei Pascalschen Linien, welche durch einen 
Kirkmanschen Punkt gehen, liegen auf der idealen Polare des Kirkmamchen 
Punktes, 

Mit Rücksicht auf die eingeführten Definitionen lässt sich dieser Satz 
kürzer auch so aussprechen: 

2) Es liegen 60 Mal 3 Kirkmansche Punkte K auf einer Pascalschen 
Linie P. 

Dieser Satz ist gerade der in 
der Einleitung imaginär abgeleitete 
Satz. Es zeigt sich aber hier, dass 
die gerade Linie H dort nichts anderes 
ist als die Pascalsc\\e Linie P. Die 
nebenstehende Figur giebt ein Bild 
von der Lage der besprochenen Punkte 
und Linien zu einander und dient zu- 
gleich für die folgende Untersuchung. 

Bezeichnet man die idealen 
Pole der drei Fo^ea/schen Linien P, 
P^)'i P^i'i welche sich in dem ÄirÄ- 
manschen Punkte K^ schneiden, re- 
spective mit Ä, K^\\ K\\^ so ist jeder 

derselben der Schnittpunkt von drei Pascalschen Linien, deren Symbole nach 
der angegebenen Regel folgende sind: 

/f" ist Schnittpunkt von P^ F F' 

K\\ - - - afdebc fdaceb dafbce 

Kli - - - febacd ebfdac bfecda. 

Da die unterstrichenen Symbole der Pascalschen Linien gleichbedeutend sind 
mit dem Symbole F, so folgt hieraus, wie vorher, dass die genannten drei 
Pole K, /fo, Kl[ auf der Pascalschen Linie P^ liegen, dass letztere also die 
ideale Polare des J^fr/rmonschen Punktes K^^ ist. Ebenso ist P' die ideale 
Polare des Kirkmanschen Punktes K', und P" ist die ideale Polare des 
Kirkmanschen Punktes K". Dieses beweiset der Satz: 

3) Die idealen Polaren der drei Kirkmanschen Punkte, welche auf 
einer Pascalschen Linie liegen, schneiden sich in dem idealen Pole der Pascal- 
schen Linie. 
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Kflrzer ausgedrückt ist dieses der Kirkmansche Satz: 
4) Es schneiden sich 60 Mal 3 Pascalsche Limen in einem KtTknumr- 
sehen Punkte. 

Die Sätze 1) und 3) durflen allgemeiner nicht etwa so ausgesprochen 

werden : 

Die idealen Pole von drei Die idealen Polaren von drei 

Pascalschen Linien, welche durch Kirkmanschen Punkten, welche auf 

einen und denselben Punkt gehen, einer geraden Linie liegen, schneiden 

liegen auf einer und derselben geraden sich in einem und demselben Punkte. 

Linie. 

Denn man weiss aus der Einleitung, dass drei Pascalsche Linien sieh 
auch in einem Steinerschen Punkte R schneiden können. Die Lage ihrer 
idealen Pole ist jedoch noch unbekannt. Ebenso weiss man, dass drei Kirkmansche 
Punkte auch auf einer Cayleyschen Linie C^ liegen können. Die Lage ihrer 
idealen Polaren ist ebenfalls unbekannt. 

Es wird sich nun darum handeln, die Lage der idealen Pole von drei 
Pascalschen Linien zu erforschen, welche sich in einem Steinerschen Punkte R 
schneiden, um den ersten Parallelsatz möglicher Weise zur Geltung zu bringen. 
Man wird die Lage der idealen Polaren von drei Kirkmanschen Punkten, 
welche auf einer Cayleyschen Linie liegen, zu untersuchen haben, um den 
zweiten Parallelsatz zu prüfen. Diesen Zwecken werden die folgenden Ab- 
schnitte dienen. 

Schliesslich wollen wir noch bemerken, dass die eben aufgeführten 
Parallelsätze nur den leitenden Gedanken für die nachfolgenden Untersuchungen 
herzugeben bestimmt sind. Auf Realität machen sie keinen Anspruch. Denn 
wenn auch die zu untersuchende Laae der hervorgehobenen Punkte und Linien 
eine solche ist, dass sie die Sätze bestätiget, so wird man doch Anstand 
nehmen müssen, die Sätze in so grosser Allgemeinheit auszusprechen, weil 
man nicht weiss, ob nicht drei P{$scalsche Linien sich auch anders als in einem 
Kirkmanschen oder Steinerschen Punkte schneiden können, und weil man 
ferner nicht weiss, ob nicht drei Kirkmansche Punkte anders auf einer geraden 
Linie liegen können als auf einer Pascaischen oder Cayleyschen. 

§3. 

Von den 15 geraden Linien L^ welche die auf dem Kegelschnitt C ge- 
gebenen 6 Punkte paarweise verbinden, unterdrückten wir in $. 1 6 Linien, 
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weiche eines von den 60 PasaUschen Sechsecken bildeten. Die übrigbleibenden 
9 bildeten nur 3 von den 60 Paacalschen Sechseciien. Unterdrucken wir jetzt 
von den 15 geraden Linien L wieder 6 Linien, weiche aber zwei dem Kegel- 
schnitte C einbeschriebene Dreiecke mit verscbiedonen Ecken bilden, so lassen 
sich aus den 9 fibrigbleibenden geraden Linien L 6 von den 60 Pascalschen 
Sechsecken bilden. Unterdräcken wir zum Beispiel die punktirten Seiten 
der beiden Dreiecke ace und bdf^ so lassen sich aus den übrigbleibenden 9 
geraden Linien L die 6 Pascalschen Sechsecke bilden: 

P == abcdefy Pi = afcbed, P^ = adcfeb, 
LI = abcfedy Tl^ = afcdeb, /7n = adcbef, 

Sämmtliche 6 Sechsecke sind gebildet aus den Seiten und den Haupt- 
diagonalen eines von ihnen. Sie bilden, wie in der Bezeichnung angedeutet 
worden, zwei Gruppen von 3 Sechsecken. Das Sechseck P, ist gebildet aus 
den geraden Seiten und den Hauptdiagonalen des Sechsecks P, und das Sechs- 
eck Pn aus den ungeraden Seiten und den Hauptdiagonalen desselben Sechs- 
ecks P. Gleiches gilt von der zweiten Gruppe. Kurz, man erhält aus einem 
dieser Sechsecke die beiden anderen derselben Gruppe, wenn man in dem- 
selben entweder die geraden oder die ungeraden Seiten unterdrückt und dafür 
die Rauptdiagonaien substftuirt. 

Von jeder dieser Gruppen Sechsecke gilt der Satz*): 

5) Wenn man in einem gegebenem Pascalschen Sechsecke die drei 
Diagonalen zieht, welche die gegenüberliegenden Ecken verbinden, so bilden 
^geraden Seiten und die Diagonalen ein zweites Pasöalsches Sechseck mit 
denselben Ecken als das gegebene, ebenso die ungeraden Seiten und die 
Diagonalen ein drittes Pascalsches Sechseck. Die dieseth drei Sechsecken zu-- 
gehörigen Pascalschen Linien schneiden sich in einem und demselben Punkte. 

Demnach schneiden sich die drei Pascalschen Linien P, P|, P^i, in einem 
Punkte R und die drei Pascalschen Linien IT, 77|, /7|,, in einem Punkte P. 
Dieses sind Steinersche Punkte, weiche wir kürzer bezeichnen können mit: 

R^pp.p,,, ?^nn,n,,. 

Von ihnen gilt der Satz**): 

6) Die Steinersehen Punkte R und P, welche abhängen eon den 



*) Hesse, Vorlesungen aus der analytischen Geometrie in der Ebene p. 119. 

*^) ^^Ueber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid'^^ Bd. 24 dieses Jour- 
Mb p. 40 und Schroeter: ^ßUinersche Vorlesongen'^ p. 164. 
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hertforgehobeuen 6 Pascahchen Sechsecken^ sind harmonische Pole des Kegelr- 
schnitteSy dem die Sechsecke einbeschrieben sind. 

Da hiernach die 20 Steinersc\ien Punkte R und P sich zu harmonischen 
Polen des Kegelschnittes C paaren, so wird man, um sich präciser auszu- 
drücken, von den 10 Steinerschen Punktepaaren R und P sprechen können. 

Doch sehen wir ab von dem Satze 6), der hier nur im Zusammen- 
hange aufgeführt worden ist, um spater auf ihn Bezug zu nehmen, so handelt 
es sich zunächst um die Feststellung der idealen Pole der drei Pascalschen 
Linien P, Pi^ Pu, welche sich in dem S^eiwerschen Punkte R schneiden. 

Den idealen Pol K der Pascalschen Linie P=abcdef haben wir in §. 1 
unabhängig von der Figur mit dem Zeichen K^PP'P'^ eingeführt. Da diese 
Bezeichnung in dem vorliegenden Falle von keinem Nutzen ist, so verlassen 
wir dieselbe, indem wir auf die Construction des idealen Poles K der Pascal- 
schen Linie P in §. 1 zurückgehen. Dieser ideale Pol ergab sich dort als 
der BrianchoHSche Punkt des Sechseckes B = (a'b'c'cfeY)^ welches dem 
Kegelschnitt C umschrieben ist. Wir werden ihn mit Bücksicht auf die Figur 
bezeichnen mit: 

K=ab'c'd'ef' als id. Pol d. Pasc. Linie P=^abcdef. 

Diese Bezeichnung ist für den vorliegenden Fall darum so einfach^ 
weil man, ohne die Figur zu erweitern, aus der am Anfange des Paragraphen 
gebrauchten Bezeichnung der Po^co/schen Linien P, Pi, Pn und U, FI^^ JT^^ 
die Bezeichnung ihrer idealen Pole K, K^^ /Tu, Q, Qi^ ^a, als jBnofieAoiische 
Punkte, einfach dadurch erhalt, dass man jedem Buchstaben ab.,, ein^n Index 
anhängt wie folgt: 

K^a'b'c'd'^f, K, = a'f'c'Ve'd\ K,, = aV c7'c 6', 

Q = a'Vc'fe'd!, Q, = a'fc'd'e'V, Qn = a'd^c'b'e'f. 

Diese Begel verdankt man dem Umstände, dass für sAmmtliche 6 Sechs- 
ecke P und 77 die Dreiecke ace und bdf^ welche zur Construction ihrer 
idealen Pole erforderlich sind, unverändert dieselben bleiben. 

Man braucht nach dem Vorhergehenden von den 6 Pctscalschen Sechs- 
ecken P und 77 nur ein Sechseck zu kennen. Denn alle 6 setzen sich zusammen 
aus den Seiten des einen und seinen Hauptdiagonalen. Die übrigen von den 
60 Pascalschen Sechsecken sind dabei ausgeschlossen. Es bilden darum die 
60 Pascalschen Sechsecke 10 Gruppen von 6 Pascalschen Sechsecken, von 
welchen wir nur die eine Gruppe hervorgehoben haben. Der hervorgehobenen 
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Gruppe entspricht ein einziger Kegelschnitt, den wir mit C bezeichnet haben. 
Man hat daher den Satz: 

7) Wenn man sämmtliche 15 Verbindungslinien der Ecken eines 
Pascalschen Sechseckes construirty so werden 10 Mal 6 von diesen Verbindungs- 
linien f>on einem Kegelschnitte berührt. 

Man hat daher 10 solcher Kegelschnitte C in erster Linie entsprechend 
den 10 hervorgehobenen Gruppen von 6 Pa^scalschen Sechsecken und in 
zweiter Linie entsprechend den 10 iS/emerschen Punktepaaren R und P. 

§. 4. 

Der reciproke Satz von dem in 5) angegebenen lehrt, dass die 
Brianchonschen Punkte K^ K^^ K^ auf einer geraden Linie liegen. Es bedarf 
aber nicht jenes reciprokeii Satzes; die Figur weiset dasselbe auch nach. 

Bezeichnet man nämlich die Berührungspunkte der Seiten des Brianchon- 
schen Sechseckes B und des Kegelschnittes C mit gleichen Buchstaben als 
die Seiten, so hat man, den 6 hervorgehobenen Brianchonschen Sechsecken 
entsprechend, 6 dem Kegelschnitte C einbeschriebene Pascalsche Sechsecke: 

p = a'b'c'd'eY, Pi = afcVedl, pa = a'd'cf'e'b', 
n = ciVefed, n^ ^.dfddeV, n,, = adc'b'e'f, 

deren Pascalsche Linien p, pi^ p^i^ ... einfach Polaren sind Aer Brianchonschen 
Punkte K^ Ä^i, A^n, ... rdcksichtlich des Kegelschnittes C\ Da nach dem Satze 
5) die genannten Polaren sich in einem Punkte schneiden, so liegen ihre 
Pole, also jene Brianchonschen Punkte, auf einer geraden Linie. 

Da nun jedem der Pascalschen Sechsecke p des Kegelschnittes C auf 
der einen Seite ein Pascalsches Sechseck P des Kegelschnittes C^ auf der 
anderen Seite ein Brianchonsches Sechseck K entspricht, so entspricht auch 
jedem Pascalschen Sechsecke P ein Brianchonsches K und den drei Pascalschen 
Sechsecken P, deren Pascalsche Linien P sich in einem Steinerschen Punkte 
R schneiden, entsprechen drei Brianchonsche Sechsecke Ky deren Brianchonsche 
Punkte, das sind die idealen Pole der drei Pascalschen Linien P, auf einer 
geraden Linie liegen. Diese gerade Linie ist eine Cayleysche Linie C^y denn 
die drei idealen Pole, welche auf ihr liegen, sind /ftr/rma^sche Punkte. 
Wir drücken dieses kurz so aus: 

8) Die idealen Pole der 3 Pascalschen Linien, welche sich in einetn 
Steinerschen Punkte schneiden, liegen auf einer Cagleyschen Linie. 
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Den 20 Sleinerschen Punkten entsprechen in dieser Weise 20 Caylegsche 
Linien. Es ist daher der angegebene Satz ein anderer Ausdruck für den 
Cayleyschen Satz: 

9) Es liegen 20 Mal 3 Khrkmansche Punkte auf einer Cayleyschen Linie. 
Die drei Pascalschen Linien, welche sich in einem iS/^tnerschen Punkte 

schneiden, sind die idealen Polaren der drei Punkte, welche auf der Cayleyschen 
Linie liegen. Deshalb kann man den Satz 6) auch umkehren wie folgt: 

10) Die idealen Polaren der drei Kirkmanschen Punkte ^ welche auf 
einer Cayleyschen Linie liegen, schneiden sich in einem Sleinerschen Punkte, 

Da nach den Sätzen 8) und 10) jedem <S/efi?erschen Punkte eine ganz 
beslininite Cayleysche Linie entspricht, so wie umgekehrt jeder Cayleyschen 
Linie ein ganz bestimmter Steinerschev Punkt, so müssen sich die 20 Cayley- 
schen Linien paaren in der Weise der 20 Sleinerschen Punkte. Präciser 
wird man daher von den 10 Cayleyschen Linienpaaren sprechen können. 

Das Cayleysche Linienpaar, auf welchem die Kirkmanschen Punkte 
A\ A',, A'n und IT, U^^ 11^ liegen, ist zweifellos ein Paar harmonischer 
Polaren des Kegelschnittes C. Dasselbe Linienpaar wörde natürlich auch 
ein Paar harmonischer Polaren sein des in der Einleitung angenommenen idealen 
KegeUchniltes. Ob dasselbe Linienpaar auch ein Paar harmonischer Polaren 
sei dos Kegelschnittes C, soll eine offene Frage sein. 

Die bis dahin als zweifellos aufgeführten Sdtze 1) bis 10) bekunden 
eine vollslflndige ReciprocitÄt der 60 Pascalschen Linien und der 60 Kirkman-^ 
Hohen Punkte. Diese Reciprocitfll bleibt in dem gewöhnlichen Sinne eine ideale, 
HO huiHO nloht ein Kegelschnitt gefunden werden kann, in Rücksicht aufweichen 
|odo /Viivrii/Hohe Linie als die gewöhnliche Polare eines Kirkmanschen Punktes 
or^rlielnl. Kxlnllrt ein solcher Kegelschnitt, so erstreckt sich die Reciprocitfit 
woher mit Sltineri^che Punkte und Cayleysche Linien, sowie auf Steinersche 
Lhilon und Salmonnvho Punkte. Existirt aber ein solcher Kegelschnitt unr 
Im dor Idee, hü wird die Prüfung des in der Einleitung nur unter einer ge* 
wIhh^m VoriiUHHtttxung ausgesprochenen Reciprocitdtsgesetzes schon bei den 
Hh^lnrrni'hm Punkten H und den ihnen unzweideutig entsprechenden Cayley^ 
Hohon Linien C, xu beginnen haben, wie folgt: 

Du mich 8) die idealen Pole der drei Pcucalschen Linien, welche sich 
Im üiMein Sleinerschen Punkte schneiden, auf einer Cayleyschen Linie liegen, 
»0 wird n)Hn diese gerade Linie für die ideale iPolare des Sleinerschen Punktes 
^U ncilHuen haben. Da nach 10) die idealen Polaren der drei Kirkmanschen 
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Punkte, welche auf einer Cayleysc\iBn Linie liegen, sich in einem Sleinerscixew 
Punkte schneiden, so wird letzterer als der ideale Pol der Cayleyschen Linie 
zu definiren sein. 

Auf Grund dieser Definitionen entspricht jedem Steinerschen Punkte 
als idealem Pole eine ganz bestimmte Cayleysche Linie als ideale Polare und 
umgekehrt. 

Es hat aber Salmon an der bezeichneten Stelle bewiesen, dass auf 
einer Cayleyschen Linie nicht allein drei Kirkmansche Punkte liegen, (deren 
ideale Polaren sich in dem Pole der Cayleyschen Linie schneiden) sondern 
dass auf derselben Cayleyschen Linie auch ein Steinerscher Punkt liegt. Da 
nun der ideale Pol der Cayleyschen Linie auch ein Steinerschev Punkt ist, 
so entsprechen zwei Steinersche Punkte einander, als Pol einer Cayleyschen 
Linie und als Punkt auf ihr, und es entsteht die Frage, ob hiernach die 20 
Steinerschen Punkte. sich in dem Sinne paaren, wie in §.3. 

Die drei Kirkmanschen Pjinkte und der Steinersche Punkt, welche 
auf derselben Cayleyschen Linie liegen, haben ideale Polaren, von welchen man 
weiss, dass die drei ersleren sich in dem idealen Pole der Cayleyschen Linie 
schneiden. Soll nun der ideale Pol im weiteren Sinne seinen Namen ver- 
dienen, so wird nachzuweisen sein, dass auch die ideale Polare des genannten 
Steinerschen Punktes durch ihn geht. 

Die zuletzt angeregte Untersuchung lässt sich auch auf einem anderen 
Wege durchfuhren. Da nämlich nach Salmon durch einen gegebenen Steinerschen 
Punkt nicht allein drei Pasciüsche Linien gehen, deren ideale Pole auf der 
idealen Polare des gegebenen /S/emerschen Punktes liegen, sondern auch eine 
Cayleysche Linie, so entsteht die Frage, ob auch der ideale Pol der Cayley^- 
sehen Linie auf der idealen Polare des gegebenen Steinerschen Punktes liegt. 

Diese Fragen sollen in dem folgenden Paragraphen beantwortet werden. 

§. 5. 
Wir gehen von dem iS/etiserschen Punkte P des §.3. aus: 

P = 77/7, /7h, 
in welchem sich die Po^ea/schen Linien schneiden, die dort bezeichnet wurden mit: 

IT = abcfedy fl^ = afcdeb, U^ = adcbef. 
Ihre idealen Pole bezeichnen wir mit: 

Q=ir>n' n", q, = mm m, Qn = mx m^mi, 

26* 
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indem wir nach der in §.1. angegebenen Regel haben: 

W = acebdf, 77' = ceafbd, 77 " = eacdflf, 
ITi = acep)d, 11 [ = ceadfb, fJl' = eacbdf, 
ni\ = acedfby 77,', = ceabdf, n[\ = eacßd. 
Die drei idealen Pole Q^ Qi^ Qn stellen wir zusammen mit dem Steiner-^ 

sehen Punkte: 

der mit dem Steinerschen Punkte P^ von dem wir ausgingen, ein Paar von 
den 10 Steinerschen Punktepaaren bildet, und wiederholen die Bedeutung der 
jPa^co/schen Linien: 

P = abcdef, jP, = afcbed, P,, = adcfeb. 
Von diesen vier Punkten, den drei Kirkmanschen Punkten Q, Qi , Qn 
und dem iS/e/iierschen Punkte R^ hat ScUmon in den oben angegebenen Noten 
nachgewiesen^ dass sie auf einer und derselben Cay/eyschen Linie liegen. 
Es wird dieses sogleich ersichtlich^ wenn man die hier eingeführte Bezeichnung 
in die SalmonscYie überträgt. Auf den Beweis gehen wir nicht weiter ein. 
Denselben Satz drücken wir aber so aus: 

11) Die ideale Polare eines jeden Steinerschen Punktes geht durch 
seinen Gegenpunkt, der mit ihm ein" Steinersches Punktepaar bildet. 

Dieser Satz lasst sich auch umkehren wie folgt: 

1 2) Der ideale Pol einer jeden Cayleyschen Linie liegt auf ihrer Gegen- 
linie- welche mit ihr ein Cayleysches lAnienpaar bildet. 

Hiermit ist die erste am Ende des vorhergehenden Paragraphen auf- 
geworfene Frage entschieden, dass der Pol einer Cayleyschen Linie und der 
Steinersche Punkt auf ihr sich paaren in dem Sinne wie §. 3. Aber auch 
die anderen erhobenen Fragen werden durch die angegebenen Sätze beantwortet. 

Wir begnügen uns eine gewisse Art der Reciprocilät der Pascalschen 
Linien und der Steinerschen Punkte mit den Kirkmanschen Punkten und den 
Cayleyschen Linien in dem Vorhergehenden nachgewiesen zu haben. In der 
Voraussicht eines Kegelschnittes, für welchen jenes ideale Reciprocitätsver- 
hältniss ein reelles wird, unternehmen wir es nicht weiter das ideale Re- 
ciprocitätsverhältniss auch auf Steinersche Linien und Salmonsche Punkte aus- 
zudehnen. 

Aber selbst in dem Falle, dass der ersehnte Kegelschnitt existirl, um- 
schwebt die von den genannten Linien und Punkten gebildete Figur eine gewisse 
Unklarheil. Sie besteht darin, dass man zwar a posteriori erkennt, dass eine 
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Figur mit den beschriebenen Eigenschaften besteht, dass man aber a priori 
nicht einsieht, warum eine solche Figur, abgesehen von den Pfi»ca/schen 
Sechsecken, bestehen muss. Die Lage der 10 Steinerschen Punktepaare und 
der 15 iS/eiiterschen Linien zu einander ist bekannt. *) Der reciproke Satz 
von dem, welcher ihre Lage verdeutlicht, zeigt an, wie die 10 Cayleyschen 
Linienpaare und die 15 Salmonschen Punkte zu einander liegen. 

Es fehlt zur Zeit jedoch ein Bild für die Pascakchen Linien und die 
Kirkmanscheu Punkte. Ein zu erfindender Satz, der die Endeigenschaften der 
Figur im Auge hat, wird dieses Bild deutlich machen können. 

Zum Schlüsse wollen wir noch eine Idee entwickeln, wie ältere fran- 
zösische Forschungen von Lagrange und Vandermonde über die Auflösung 
der Gleichungen des sechsten Gerades sich wohl in Zusammenhang bringen 
lassen werden mit den in der Einleitung hervorgehobenen Sdlzen. 



Wenn man sich die 6 Ecken des Pascalschen Sechsecks bestimmt 
denkt durch den Schnitt einer Curve zweiter Ordnung und einer Curve dritter 
Ordnung, welche durch ihre Gleichungen f=0 und (p = gegeben seien, 
so drücken die in dem Vorhergehenden besprochenen Sfitze, algebraisch auf- 
gefasst, Eigenschaften der Wurzeln der gegebenen beiden Gleichungen aus. 
Der Pascalsche Satz ist zwar unsymmetrisch in Rücksicht auf die Wurzeln 
der gegebenen Gleichungen; er wird aber symmetrisch, wenn man das ganze 
System der 60 Pascalschen Linien in das Auge fassl. Die Gleichung dieses 
Systemes wird vom sechzigsten Grade und lässt sich wegen der Symmetrie 
der Wurzeln rational durch die Coefficienten in den gegebenen Gleichungen 
ausdrücken. 

Da das System der 10 Steinerschen Punktepaare symmetrisch liegt 
gegen die 6 Ecken des Pascalschen Sechsecks **), so wird sich dasselbe 
dufch eine Gleichung des zwanzigsten Grades rational in den Coefficienten 
der gegebenen Gleichungen ausdrücken lassen. Nimmt man jedoch an Steile 
der 10 iS/cfiierschen Punktepaare 10 neue Steinersche Linien P, von welchen 
jede ein Punktepaar verbindet, so lässt sich das System der 10 Steinerschen 
Linien P durch eine in den Coefficienten der gegebenen Gleichung rationale 
Gleichung P = des zehnten Grades darstellen. Ebenso stellt sich das System 

*) Bd. 41 dieses Journals pag. 269. • 

. **) Ebendaselbst. 
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der 15 Steinerschen Linien S^ als eine rationale Gleichung Sr = des fünf- 
zehnten Grades dar. Es sind dieses allerdings Gleichungen mit zwei Un- 
bekannten, die aber das Gemeinsame mit den Gleichungen von einer Unbekannten 
haben, dass sie sich in lineare Factoren der Unbekannten zenlegen lassen. 

Diese Gleichungen des zehnten und fünfzehnten Grades scheinen mir 
für die Auflösung der gegebenen Gleichungen f=^0 und ^ = 0, welche sich 
ja auf eine Gleichung des sechsten Grades zurückführen Idsst, das Analogon 
von dem zu sein, was die Resolventen von LcLgrange*) und Vandermonde 
des zehnten und fünfzehnten Grades für die Gleichung des sechsten Grades 
sind. Die Grade der Gleichungen wenigstens stimmen überein, und die Go- 
efficienten in ihnen sind in beiden Fällen rationale Ausdrücke gegebener 
Grössen. Die folgende Behandlung einer biquadratischen Gleichung wird 
diese Ansicht weiter unterstützen. ^ 

Die Aufgabe zwei Gleichungen mit zwei Unbekannlen aufzulösen 
führt auf die Factorenzerfällung einer einzigen Gleichung mit zwei Unbekannten 
zurück. Denn wenn man die gegebenen, homogen gemachten, Gleichungen 
vom />*"" und qr"^" Grade; 

mit der Gleichung eines Punktes in Liniencoordinaten u, v, w, 

A^ux + vy + w!S = 0^ 
zusammenstellt und die Unbekannten x, y, z eliminirt, so erhält man eine 
Resultante : 

R = 0, 
die sich in pq Factoren zerlegen lässl und die Coefficienten von u, e, w in 
jedem Factor werden die homogenen Wurzeln der gegebenen Gleichungen 
sein. Die Resultante ist frei von jedem überflüssigen Factor, wenn sie in 
Rücksicht auf die Coefficienten in der einen gegebenen Gleichung von dem 
Grade der anderen ist. 

Es ist zu bedauern, dass man noch kein Gesetz kennt, nach welchem 
die von überflüssigen Factoren freie Determinante gebildet werden kann. 
Diesem Mangel an Eliminationsmitteln ist es vornehmlich zuzuschreiben, dass 
die bekannten Sätze aus der Theorie der Gleichungen mit einer Unbekannten, 
welche sich als Sätze aus der Geometrie auf der geraden Linie auffassen 
lassen, nicht auf die Ebene und den Raum, das ist, auf Gleichangen mit zwiai 



') Lagrange, Trait^ de la r^solution des ^quations num^riques, pag. 260. 
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und mehreren Unbekannten ausg^edehnt worden sind — eine Ausdehnung zu 
welcher ^das Uebertragungsprincip aus der Ebene in die gerade Linie und 
umgekehrt*)" ein geeignetes Mittel zu sein scheint. — 

In dem Falle, dass die gegebenen Gleichungen beide vom zweiten 
Grade sind, verschwindet die Determinante: 

«I, <?, w 

zugleich mit f, cp und A, Eliminirt man deshalb aus den Gleichungen: 

/=0, <p = 0, z/ = 0, 
xA = 0, yA = 0, zA = 0, 
die Potenzen und Producte der Variabein x^ y, a, wie aus linearen Glei- 
chungen, so erhält man die gesuchte Resultante vom vierten Grade: 

Ä = 0, 
die vier Punkte in der Ebene darstellt. 

Durch diese vier Punkte lassen sich drei Linienpaare legen. Für den 
Schnittpunkt eines jeden der drei Linienpaare existiren die Gleichungen: 

Ay)v'(»)-A8)y'(y)=o, r(«)9>'(a;)-na^>'(*)=o, r(aj)«/>'(j,)-A!^)9'(a5)=o. 

Eliminirt man nun aus diesen Gleichungen und aus den Gleichungen: 

xA = 0, yA = 0, zA^O 
die Potenzen und Producte der Unbekannten x, y, z wie aus linearen Glei- 
chungen, so erhält man eine Gleichung des dritten Grades: 

S = 0, 
welche die genannten drei Schnittpunkte ausdrückt. 

Diese Gleichung S = des dritten Grades ist zweifellos die Resolvente 
der Resultante Ä — vom vierten Grade. Die vier Factoren der letzten 
Gleichung setzen sich aus den drei Factoren der ersten Gleichung linear 
zusammen, wie die Wurzeln einer biquadratischen aus den Wurzeln ihrer Re- 
solvente. 

Heidelberg, im December 1867. 



*) Bd. 66 dieses Journals pag. 15 und Zeitschrift für Mathematik und Physik 
XL 5. pag. 417. 
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Erweiterung einiger bekannten Eigenschaften des 

ebenen Dreiecks. 

(Von Herrn Schröter zu Breslau.) 



JLrie bekannten Eigenschaften der sogenannten ^^merkwürdigen Punkte 
des ebenen Dreiecks^^ (Schwerpunkt, Höhenpunkt, Mittelpunkte des umschriebenen 
Kreises und der Beruhrungs- Kreise u. s. w.) sind besondere Fälle allgemeinerer 
Beziehungen, zu denen man gelangt, wenn man an Stelle der unendlich -ent- 
fernten Geraden mit ihren beiden imaginären Kreispunkten, von welcher jene 
elemenlaren Eigenschaften eigentlich abhängen, in der Ebene des Dreiecks 
eine beliebige Gerade als Träger eines gegebenen Punktsystems annimmt, 
welches entweder elliptisch, oder hyperbolisch sein kann. Die Untersuchung 
dieser Figur führt ebenso leicht zu den allgemeineren Eigenschaften, wie die 
Betrachtungen der Elementar -Geometrie zu den besonderen. Unter letzteren 
scheint der häufiger angeführte, als bewiesene, von Feuerbach*) gefundene 
Satz, dass der durch die Mitten der Seiten eines Dreiecks gehende Kreis^ die 
vier dem Dreiecke einbeschriebenen Kreise gleichzeitig berührt, keinen der an- 
gedeuteten Erweiterung fähigen, also auch nicht recht befriedigenden Beweis 
gefunden zu haben. Es sei daher gestattet, diesen Satz und die damit zu- 
sammenhängenden Eigenschaften des Dreiecks in der gedachten allgemeineren 
Auffassung auf synthetischem Wege abzuleiten **). Zwar können die Resullaio 
dieser Erweiterung durch die Methode der Central - Projection und das Princip 
der Continuität unmittelbar aus dem besonderen Fall der elementaren Eigen- 
schaften des Dreiecks geschlossen werden, doch dürfte es nicht ohne Interesse 
sein, dieselben unabhängig und in grossester Allgemeinheit aus den projectivischen 
Eigenschaften der Kegelschnitte abzuleiten, weil dabei der wahre Charakter 
jener particulären Beziehungen und zugleich manche neue Eigenschaften her- 
vortreten. 



*) K. W. Feuerbach, Eigenschaften einiger merk\vürdigen Punkte des ebenen 
Dreiecks, Nürnberg 1822 Seite 38. 

**) Auf analytischem Wege ist jener Satz von Herrn Beltrami in der Abhand- 
lung: Intorno alle coniche di n^vi punti, nota letta nella sessione 12 Marzo 1863 
deir Academia di Bologna bewiesen worden. 
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Die Untersuchung stützt sich auf die Auseinandersetzungen in dem von 
mir herausgegebenen Buche: Jacob Steiners Vorlesungen über synthetische Geo- 
metrie, zweiter Theii: Die Theorie der Kegelschnitte , gestützt auf pro- 
jectivische Eigenschaften, Leipzig, 1867, und es soll im Folgenden die Bezug- 
nahme auf dies Buch durch ,,Theorie d. Kegelsch.^^ bezeichnet werden. 



1. Ist in der Ebene eines Dreiecks äbc eine Gerade als Trftger 
eines beliebigen (elliptischen oder hyperbolischen) Punktsystems gegeben, treffen 
die Dreiecksseiten bc, ca, ab die<jerade G in den Punkten s^ s^ «3, deren con- 
jagirte im Punktsystem OiO^o^ seien, so schneiden sich die drei Verbindungs- 
^men aa^^ ba^^ ca^ in einem Punkte -ö^*), weil umgekehrt die Tier Punkte 
abcH ein vollständiges Viereck bilden, dessen drei Seitenpaare von der Trans- 
versale G in drei Punktepaaren eines Punktsystems getroffen werden (Theorie 
d. Hegelsch. S. 67). 

Construiren wir auf jeder Dreiecksseite zu den beiden Eckpunkten und 
dem Schnittpunkt mit der Geraden G, den dem letzteren zugeordneten vierten 
harmonischen Punkt, und nennen wir diese drei Punkte ai 61 Ci, so dass 
also (ÄCÄiaJ = —l , (00*26,) = — 1, {abSiCi)=—i wird, so schneiden sich die 
drei Verbindungslinien aai^ bbi^ cci in einem Punkte S. (Theorie d. Kegel- 
schnitte, S. 72). 

Denken wir uns um das Dreieck abc einen Kegelschnitt M^'^^ be- 
schrieben, welcher das auf G gegebene Punktsystem zu seinem zugehörigen 
hat (Theorie d. Kegelsch. S. 143) [d. h. je zwei conjugirte Punkte des Punkt- 
systems sind zugleich conjugirt in Bezug auf den Kegelschnitt], so wird die 
Folare von Si durch a^ gehen und offenbar auch durch Oi, also OiO^ sein; da 
ilbn die drei Punkte *, Si s^ auf der Geraden G liegen, so schneiden sich die 
"drei Verbindungslinien a^Oi^ bi02^ CiO^ in einem Punkte M, dem Pol der Geraden 
G in Bezug auf den Kegelschnitt M^^, welcher durch die angegebenen Be- 
sfimmungsstflcke vollständig und eindeutig bestimmt ist. 

Die harmonischen Beziehungen: 

(bcsiai) == — 1 , (caSibi) = — 1 
ergeben die Gleichheit der Doppelverhfiltnisse : 

{cbsiOi) = {caszbi) 



.^'rm 



..*) Der Leser wird gebeten, die ifigur der Beschreibung nach sich selbst zu ent- 
wlirren. 

Joimisl fSr Mathematik Bd. LXVIU. H«ft 8. 27 
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and hieraus folgte dass ab, afii und $182 sich in einem Punkte «3 treffen; es 
Hegen also: 

(h bi S3 

bi ci Si 

Ci Ol S2 

in je einer Geraden^ oder a^Si^ 61^29 ^1^3 sind die drei Paar Gegenecken 
eines vollständigen Vierseits, weiches zu Diagonalen die Seiten des ursprüng- 
lichen Dreiecks hat. 

Da die Verbindungslinie s^s^ mit 0^02 identisch ist, also auch oA v ^i ^i ^ 
01 a^ sich in einem Punkte ^3 treffen^ so liegen die beiden Dreiecke aaiPi und 
66(^2 in Bezug auf diesen Punkt perspectivisch ; die Schnittpunkte correspoa- 
dirender Seiten liegen mithin auf einer Geraden (Theorie d. Kegelsch. S. 26), 
d. h. die Punkte: 

{äOi^ bbi) = S^ (öCTi, 6(12) ==-Ä, {(h^^i'i 61^2) = if. 
Die drei Punkte S H M liegen auf einer Geraden. Da b c ai Si vier harmonische 
Punkte sind, so sind auch alcba^Si] vier harmonische Strahlen, die biC^ wieder 
in vier harmonischen Punkten treffen; bezeichnen wir also die Schnittpunkte: 

{aai , 6iC|) = «11, (661 , Ciöi) = Au , (^^^i 9 »1*1) =^11^ 
so sind: 



6. 


Ci 


Oll 


»i 


c, 


Ol 


bn 


», 


«1 


b, 


Cu 


»3 



je vier harmonische Punkte, und zwar die beiden ersten und die beiden 
letzten je zwei zugeordnete; die Seilen des Dreiecks aib^Ci werden nun von der 
Geraden G in den Punkten S1S2 s^ geschnitten, deren zugeordnete vierte harmo- 
nische Punkte auf jeder Dreiecksseite an 6||C|i sind; folglich schneiden sich na^A 
dem oben Bewiesenen auch 0^0^^ 611CT2, CnO^ in einem Punkte 0, der für das 
Dreieck aib^Ci dieselbe Beziehung zur Geraden G hat, wie der Punkt M f&r 
das Dreieck abc, d. h. der Punkt ist der Pol der Geraden G in Bezog 
auf einen Kegelschnitt O^^^y welcher dem Dreieck afiiCi umschrieben ist nnd 
das auf G gegebene Punktsystem {s, a) zu seinem zugehörigen hat; der hier- 
durch eindeutig bestimmte Kegelschnitt 0^^^ hat also mit M^'^^ eine (reelle oder 
ideelle) gemeinschaftliche Secante 6r^ weit beiden dasselbe Punktsystem auf 6 
zugehört. 

Wir sehen nun leicht, dass der Punkt H fär das Dreieck abc die- 
selbe Bedeutung hat (d. h. auf dieselbe Weise construirt ist) wie der Punkt 
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M für das Dreieck öifeiCi, dass ferner S für beide Dreiecke gleiche Bedeutung 
hat, und endlich M fär das Dreieck abc dasjenige ist, was für das Dreieck 
a|6|Ci; da nach dem Obigen H S M in einer Geraden liegen, so müssen auch 
M S m einer Geraden liegen und zwar in derselben, weil zwei Punkte ge- 
meinschaftlich sind, also die vier Punkte HS MO liegen auf einer und derselben 
Geraden, Die Lage .dieser vier Punkte zu einander erkennen wir aus der 
Betrachtung des vollständigen Vierecks bcb^Ci^ dessen Diagonalpunkte a S Si 
sind ; aus der harmonischen Eigenschaft desselben folgt nämlich, dass a S ai a^ 
vier harmonische Punkte sind und zwar a und jS zugeordnete, Oi und ß^ zu- 
geordnete; die von a^ durch diese Punkte gehenden Strahlen sind mithin auch 
harmonisch und treffen die Gerade HS wieder in vier harmonischen Punkten, 
folglich ist: 

(SHMO) = -1, 

d. h. die eier Punkte SHMO liegen harmonisch und zwar sind S und H zu^ 
geordnete, M und zugeordnete harmonische Punkte. 

Die Operation, welche uns von dem ])reiecke abc zum Dreicke afiiCi 
und von diesem zum Dreiecke anbuCn führte, kann nun fortgesetzt werden, 
und wir gelangen dadurch vom Punkte H zu M^ von M zu 0, von zu 
^inem neuen Punkte 0' u. s. f. zu 0" 0'" . . . einer bis in's Unendliche ver- 
laufenden Reihe von Punkten, die sämmtlich auf derselben Geraden HS liegen 
ui|d in ihrer Aufeinanderfolge einem gewissen Gesetze unterworfen sind; es 
«tttsteht die Frage, ob der Punkt 0^"^, wenn wir die Operation bis in's Unend- 
liche fortgesetzt denken, einer bestimmten Grenzlage sich nähert; die Construction 
der Punkte 0' 0''... liefert die harmonischen Beziehungen: 

(SHMO) = -1, 

{SMOO') = -1, 

(iSOO'O") = -^1, 

iSO'O^O"') = -1, 



und es lässt sich aus diesen Gleichungen der Werth des Doppelverbältnisses 
{SHMO^""^) = <?« ganz allgemein ermitteln und daraus die Grenzlage von 0^*^ 
inden. Bezeichnen wir nämlich {SHMO^"^^^) mil©,_i, so haben wir, w«m wir 
die erste der vorigen Gleichungen fortlassen, aus denselben Beziehungen : 

{SMOO^) = r,«,. 

Da nun {SHMO)^-i^ also {SM HO) = 2 und ferner allgemein: 

27» 
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{abcd) .{abde).{€Lbec) = 1*), 
so folg^ 

iSMO'H) = ^, 
und 

Diese Relation zwischen zwei einander folgenden Werthen : 

e. = l~2r_, 

giebt, da ro = — 1 ist, sämmtlich Werlhe der Reihe f^ofi^:**- nnd den all- 
gemeinen Werth: 

^^ ■" 3 ' 

dessen Grenzwerth für ein unendlich gross werdendes n der Werth +oc ist; 
wenn aber das Doppelverhältniss : 

ist, so muss O^ mit S zusammenfallen; der Punkt S ist also die Grenzlage, 
welcher sich die Reihe der Punkte 0* 0" . . . immer mehr nähert. 

Anmerkung. Wenn die gegebene Gerade G die unendlich- entfernte 
Gerade G^ ist und das auf ihr befindliche Punktsystem {s^a) durch sSmmtlicbe 
Paare zu einander rechtwinkliger Richtungen fixirt wird, also zu Asymploten- 
punkten die beiden unendlich -entfernten imaginären Kreispunkte hat (Theorie 
d. Kegelsch. S. 203), so wird H der Höhenpunkt, S der Schwerpunkt, M der 
Mittelpunkt des umschriebenen Kreises fär das Dreieck abc, der Mittelpunkt 
desjenigen Kreises, welcher durch die Mitten der Seiten des Dreiecks abc 
geht; die Kegelschnitte if^^^ und 0^^^ werden diese Kreise selbst, und die oben 
ausgesprochenen Beziehungen gehen in die bekannten elementaren Eigenschaften 
jener sogenannten merkwürdigen Punkte des Dreiecks Ober. Es ist leicht 
ersichtlich, wie die Ergebnisse der weiter folgenden Untersuchung sich in 
dem besonderen Fall modificiren. 

2. Der Kegelschnitt 0^^^ hat den Punkt und die Gerad« G zum 
Pol und zur Polare, sowie das auf G gegebene Punktsystem {s,a) zum war- 
gehörigen, folglich ist Oo^ oder 0^0^ die Polare von s^ in Bezug auf. den 
Kegelschnitt 0^^^; die Gerade bc trilR den Kegelschnitt 0^^^ ausser in Oi noch 
in einem zweiten Punkte, welcher der vierte harmonische dem ai zugeordnete 

*) Möbius, der barycentrißche Calcul; S. 250. 
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ist, während Si und {anOi^bc) das andere Paar zugeordneter Punkte sind. 
Dieser vierte harmonische Punkt ist leicht zu ermitteln; da nämlich SilabciS^] 
vier harmonische Strahlen sind, so treffen sie aai in vier harmonischen Punkten, 
von denen a und Oj zugeordnete, On und der Schnittpunkt {aai^SiS^) zu- 
geordnete sind; werden diese von Oi auf bc projicirt, so erhalten wir vier 
neue harmonische Punkte (aa,, bc) und ai, (anO^^bc) und «i; folglich ist der 
Schnittpunkt {aoi^bc) jener gesuchte vierte harmonische Punkt, durch welchen 
der Kegelschnitt 0^^^ gehen muss; bezeichnen wir daher: 

(aoi , bc) = a, (ba^ , ca) = ß, (ca^ , oA) = y, 
so folgt : Die sechs Punkte üi bi c^ a ß y liegen auf demselben Kegelschnitt 0^^\ 
welcher das auf G gegebene Punktsystem {Sy a) zu seinem zugehörigen hat. 

Dieser Satz Idsst sich auch so umkehren: Ein Kegelschnitt, welcher 
durch die drei Punkte a^ ß y geht und das Punktsystem (s, a) auf G zu seinem 
zugehörigen hat, muss auch durch 6, und Cj gehen. Fassen wir nun das 
Dreieck bcH auf an Stelle des ursprünglichen bca^ so ist zunächst a^ der 
vierte harmonische, dem Si zugeordnete Punkt auf bc; ferner trifft bH die 
Gerade G in ^2, dessen conjugirler im Punktsystem («, a) der Punkt S2 ißt, 
also der Schnittpunkt (bH^cs^) oder (ba^^ca) oder ß hat für das Dreieck 
bcH gleiche Bedeutung, wie für das Dreieck bca; dasselbe gilt vom Punkte 
a = {cHy bSi) = (CCT3, ba). Hieraus folgt, dass der alte Kegelschnitt 0^^^ nunmehr 
auch durch zwei neue Punkte gehen muss, deren einer der vierte harmonische 
auf bHy dem 02 zugeordnete, der andere auf cH^ dem o^ zugeordnete ist; 
bezeichnen wir diese neuen Punkte, für welche die Beziehungen gelten: 

(iforr,«,)--!, {Hbü2ß,)==-i, {Hca,y,)^^i, 
durch «1 ßi ^i, so wissen wir, dass der Kegelschnitt 0^^^ auch durch die Punkte 
^1 ßi yi gehen muss. Dies Resultat lässt sich auch etwas anders aussprechen: 

Die vier Punkte a b s H bilden ein vollständiges Viereck , dessen drei 
Seitenpaare von der Transversale G in drei Punktepaaren eines Punktsystems 
(ä, a) getroffen werden; construirt man zu jedem dieser sechs Schnittpunkte 
den zugeordneten vierten harmonischen Punkt auf je einer Seile, deren Eckenr^ 
ptMr ebenfalls zugeordnet ist, so erhält man sechs Punkte a^ 61 Cy oti ßi yi^ die 
emf einem Kegelschnitte 0^^^ liegen, der das auf G befindliche Punktsystem 
{Sy a) zu seinem zugehörigen hat und auch durch die drei Diagonalpunkte a ßy 
des vollständigen Vierecks abcfl hindurchgeht. Dieser Kegelschnitt ist der 
Polar -^ Kegelschnitt der Geraden G in Bezug auf ein Kegelschnittbiischel mit 
den vier Grundpunkten a b c H. {Theorie d. Kegelsch. 8.314.) 
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Die beiden Kegelschnitte M^^^ und 0^^^ haben der Construction zufolge 
die Gerade G zur (reellen oder ideellen) gemeinschafllichen Sekante, mithin 
nothwendig noch eine zweite gemeinschaftliche Sekante, die aus dem übrigen 
Theil des Linienpaares besteht, welches mit den beiden Kegelschnitten M^^^ 
und 0^^^ demselben Kegelschnittbüschel angehört. Die characteristische Eigen- 
schaft des Kegelschnittbüschels, jede Transversale in einem Punldsystem zu 
treffen (Theorie d. Kegekch. S. 236), gewährt ein leichtes Mittel, jene zweite 
gemeinschaflliche Sekante zu construiren. Nehmen wir die Punkte b c und 
Gl a als zwei Paare conjugirter Punkte eines Punktsystems an, welches dadurch 
bestimmt wird, und suchen zu Si den conjugirlen Punkt n, so dass also: 

(bcaiSi) = {cbari) 
wird, 80 muss die gesuchte Gerade durch Tj gehen; nun ist aber {bcaiSj) = — 1^ 
also auch {cbari) = —1 , d. h. ri der vierte harmonische dem Punkte a zu- 
geordnete Punkt, während bc das andere Paar zugeordneter Punkte ist. Aus 
der harmonischen P^igenschafl des vollständigen Vierecks bcßy ergiebt sich 
ferner, dass der Schnittpunkt {bc^ßy) jener vierte harmonische Punkt r^ sein 
muss; bezeichnen wir daher die Schnittpunkte: 

{bc, ßy) = r, , {ca, ya) = r^ , {ab, aß) == rj , 
so folgt: Die drei Punkte r, r^ r^ liegen auf einer Geraden 1\ welche für die 
beiden Kegelschnitte M^^^ und 0^^^ eine (zweite) gemeinschaftliche Sekante ist. 

Der Schnittpunkt {G, F) des eben betrachteten Linienpaar^ ist ein Eck- 
punkt des gemeinschaftlichen Tripels der beiden Kegelschnitte M^'^^ und 0^^^; 
seine Polare ist also für beide Kegelschnitte dieselbe Gerade und geht sowohl 
durch den Pol der Geraden G in Bezug auf den einen, als auch in Bezug 
-auf den andern Kegelschnitt, d.h. durch die Punkte M und 0; der Schnitt- 
punkt {G, r) und die Gerade, auf welcher die Punkte H S M liegen, sind 
Pol und Polare in Bezug auf beide Kegelschnitte M^^^ und 0^^^ gleichzeitig; 
sie gekoren also dem gemeinschaftlichen Tripel beider Kegelschnitte an. 

3. Der Punkt H steht in einer eigenthümlichen Beziehung zu den 
beiden Kegelschnitten M^'^^ und 0^^^ Von dem auf 0^^^ befindlichen Punkte a 
gehen nämlich zwei Strahlen nach zwei conjugirten Punkten Si und a, in Be- 
zug auf den Kegelschnitt 0^^^ und asi^ aa^ treffen 0^^^ zum andern Male in 
Ol und cxi V die Sehne a^a^ muss daher durch den Pol der Verbindungslinie SiOi 
(oder G) hindurchgehen {Jheov\e d. Kegelsch. S. 153), oder die drei Punkte ai a^ 
Hegen in einer Geraden, welche G im vierten harmonischen zu zugeordneten 
Punkte trifft. Diese vier harmonischen Punkte von Ci auf die Gerade MBO 
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projicirt gpeben wieder vier harmonische Punkte, nfimlich M HO und den Schnitt^ 
punkt mit G; da auch a H a^ a^ vier harmonische Punkte sind, so folget aus 
der Gleichheit der Doppeiverhältnisse und dem Zusammenfallen entsprechender 
Punkte in H, die perspectivische Lage, d. h. Ma^ Oa^ und G schneiden sieh 
in einem Punkte. Ferner treffen die von ai nach den vier harmonischen 
Punkten S H M gehenden Strahlen die Gerade Ma in vier neuen harmonischen 
Punkten, näml[ch: a {ayH^aM) M und (G^aif); die beiden letzteren sind 
conjugirte Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt M^'^^, auf welchem a liegt, 
folglich liegt auch der Schnittpunkt {Hax^Ma) auf dem Kegelschnitt if^^^; be- 
zeichnen wir diesen für den Augenblick mit 

a = {Hai 9 ^ö)i 
so wissen wir nach dem Vorigen, dass Ma (oder ao)^ Oa^ (oder öjCc,) und 6 
(oder xi, irgend ein Paar conjugirler Punkte des auf G gegebenen Punkt- 
systems) sich in einem Punkte treffen; die beiden Dreiecke: 

aa^x und aa^^ 

liegen also perspectivisch, folglich die Schnittpunkte: 

(ax^aS) («lO:, Oll) H 

auf einer Geraden ; der erste Punkt gehört dem Kegelschnitt M^'^^ an, weil aa 
durch den Pol x§ geht, der zweite dem Kegelschnitt 0^^\ weil «i«! durch 
den Pol von xS geht; da nun nach dem Fräheren die Punkte H a ai Oi har- 
monisch liegen, so müssen sie von x auf die zuletzt erhaltene Gerade projicirt 
wiederum vier harmonische Punkte liefern, also sind H (ax^aS) {(^iX,ai§) 
und der Schnittpunkt mit G vier harmonische Punkte ; dies lässt sich folgender- 
maassen als Satz aussprechen: 

Jeder Verbindungsstrahl eon H mit irgend einem Punkte des Keget- 
Schnitts M^'^^ trifft die Gerade G in einem solchen Punkte^ dass der ihm zu- 
geordnete eierte harmonische Punkt, während die ersteren beiden ebenfalls 
»zugeordnet sind, allemal auf dem Kegelschnitte 0^^^ liegt. 

Hieraus ergiebt sich eine weitere Eigenschaft des Punktes H. Wir 
verbinden H mit irgend einem Punkte m des Kegelschnitts M^\ nennen den 
Schnittpunkt von Hm und G den Punkt m und den vierten harmonischen /a, 
so dass: {Hmfim) = '-1 ist; der Strahl Hm trifft nun den Kegelschnitt If^^^ 
noch in einem zweiten Punkte m', und der durch die Bedingung: 

(tff»ym) = -l 

bestimmte Punkt /i' liegt ebenso wie ^ auf dem Kegelschnitt 0^^\ Denken 
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wir uns einen zweiten Strahl durch H gezogen, Hn und bestimmen die Dia- 
logen Punkte n v vi v\ d. h. 

{Hnvxi)^-\, (tf«V'n) = -l, 
so haben wir die zwei Vierecke: mmnn\ dem Kegelschnitt if^'^ und uu!vv\ 
dem Kegelschnitt 0^^^ einbeschrieben ; diese beiden Vierecke haben einen Dia- 
gonalpunkt H gemeinschaftlich und das durch H gehende Seitenpaar. Aus 
der harmonischen Lage folgt, dass 

mn iiv mn sich in einem Punkte schneiden 

nni v^i' mn - - - 

mn jiiV mn - - - - 

n'm v\u mn - - - - 

und hieraus wieder, dass die beeiden Dreiecke, deren correspondirende Ecken sind 

I» n {mn', nm!) 
und 

die Schnittpunkte entsprechender Seiten auf der Geraden G haben, also per- 
spectivisch liegen müssen, d. h. da der Schnittpunkt (i»//,wr) = Ä'isi, die Punkte: 

H {mn', nm') {juv^, vft') 
müssen auf einer Geraden liegen und aus demselben Grunde auch di6 Punkte: 

H {mn, m'n') {ur, fi'v). 
Dies zeigt aber, dass die beiden Vierecke mnm'n und fivfiV nicht blos das 
in H sich kreuzende Seitenpaar, sondern auch das in H sich kreuzende Dia- 
gonalenpaar gemeinschaftlich haben, und da bei einem dem Kegelschnitt ein- 
beschriebenen Viereck das Diagonaldreieck allemal ein Tripel conjugirter Punkte 
ist (Theorie d. Kegelsch. S. 152). so sind die beiden in H sich kreuzenden 
Diagonalen ein Paar conjugirte Strahlen in Bezug auf beide Kegelschnitte M^"^^ 
and O*^^ zugleich; dieselbe Betrachtung für zwei beliebige andere durch H 
gehende Strahlen angestellt zeigt, dass überhaupt dem Punkte H in Bezug auf 
beide Kegelschnitte M^'^^ und 0^^^ ein und dasselbe Strahlsystem zugehört, oder 
falls dieses hyperbolisch ist, dass der Punkt H der Schnittpunkt zweier ge- 
meinschaßlichen Tangenten der Kegelschnitte M^'^^ und 0^^ ist. 

4. Der Punkt S hat eine ähnliche Beziehung zu den beiden Kegel- 
schnitten M^^^ und 0^'^\ wie der Punkt H. Fassen wir nfimlich das in (2.) 
gefundene Resultat etwas anders auf, so können wir es folgendermaassen aus- 
drücken: Ist einem Dreiecke abc ein Kegelschnitt M^'^^ umschrieben und trifft 
eine beliebige Grade O in der Ebene die Dreiecksseiten in den Punkten »t ^s %? 
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deren zugeordnete vierte harmonische Punkte auf den Dreiecksseiten ai 61 Ci 
sind; legt man endlich durch Oi 61 e, einen Kegelschnitt 0^'^\ der das auf G 
befindliche, dem Kegelschnitt AP^ zugehörige Punktsystem auch zu seinem zu- 
gehörigen hat, so trifft dieser hiedurch völlig bestimmte Kegelschnitt 0^^^ die 
Seiten des Dreiecks abc in drei neuen Punkten a ß y der Art, dass act bß cy sich 
in einem Punkte H schneiden und der Geraden G in drei Punkten o^ O2 a^ be- 
gegnen, die conjngirt sind den Punkten Si 82 «3 in demjenigen Punktsystem, 
welches beiden Kegelschnitten M^'^^ und 0^^^ gemeinschaftlich auf der Geraden 
G zugehört. Setzen wir nunmehr die in (2.) erraiitelte andere gemeinschaft- 
liche Sekante J' der beiden Kegelschnitte M^'^^ nnd 0^^^ an Stelle der vorigen 
Gf so haben wir wiederum den dem Dreiecke abc umschriebenen Kegelschnitt 
Ä^% die Gerade 1\ welche den Dreiecksseiten in den Punkten ri rj r^ be- 
gegnet und die vierlen harmonischen Punkte et ß y auf diesen Dreiecksseiten; 
der durch a ß y gelegte Kegelschnitt, welcher das auf /' dem Kegelschnitt 
M^^^ zugehörige Punktsystem zugleich zu seinem zugehörigen bat, ist identisch 
mit dem früheren Kegelschnitte 0^'^^; er trifft die Dreiecksseiten zum andern 
Male in den Punkten 0, 61 Cj der Art, dass €u$i bbi ec, sich in einem Punkte 
S schneiden und der Geraden /' in drei neuen Punkten (f^ q^ (f^ begegnen, 
die conjugirt sind den Punkten ri rj r^ in demjenigen Punktsystem, welches 
beiden Kegelschnitten M^'^^ und 0^^^ gemeinschaftlich auf der Geraden J' zu- 
gehört. Hiernach haben wir folgenden Satz: 

Die eier Punkte a b c S bilden ein vollständiges Viereck^ dessen drei 
Seitenpaare der Geraden F in drei Punktepaaren desjenigen Punktsystems 
begegnen, welches beiden Kegelschnitten M^^^ und 0^^^ gleichzeitig zugehört. 

Die Gerade i' und der Punkt S stehen also in derselben Beziehung 
zu einander, wie die Gerade G und der Punkt H, Hieraus können wir sofort 
folgende weiteren Schlüsse ziehen: 

Construiren wir auf den Strahlen Sa, Sb, Sc die zu den Punkten 
Pi (fi (fz zugeordneten vierten harmonischen Punkte a b c, so dass: 

(Saiffi) = - 1 , iSb(f,h) = - 1 , iScff^c) = - 1 

ist, 90 liegen die drei neuen Punkte abc ebenfalls auf dem Kegelschnitte (P^. 

Wir können sodann ohne Beweis die oben gefundenen Eigenschaften, 

'welche sich auf die Gerade G mit ihrem Punktsystem {s, o) und den Punkt U 

beziehen, übertragen in neue Eigenschaften, welche sich auf die Gerade /' 

mit ihrem Punktsystem ir,(f) und den Punkt S bezieben; nfimlich: 

jffmntl fOr Mathematk Bd. LXVIII. Heft 8. 28 
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Es liegen folgende je drei Punkte in einer Geraden: 

Bcr, ; carj; ahr^\ 
ßyr^', yar^', aßr^; 

ß^Qi\ y«Ci; «6(^3,- 
ybCn ac(>2; /?a(>3. 

Die drei Verbindungsstrahlen a(}^ ß^^ yQi schneiden sich in einem Punkte % 
dem Pol der Geraden r in Bezug auf den Kegelschnitt if^'^ 

Die drei Verbindungsstrahlen aa, /96^ yt schneiden sich in einem Punkte 
i2^ dem Pol der Geraden F in Bezug auf den Kegelschnitt 0^\ 

Die Punkte M und S2 liegen auf der Geraden HS und bilden mit zu^ 
diesen eier harmonische Punkte^ indem die beiden ersten und die beiden letzten 
geordnet sind: 

iSHVLn) = -1. 

Der Kegelschnitt 0^^^ ist der Polarkegelschnitt der Geraden I' in Bezug 
auf ein Kegelschnittbüschel mit den mer Grundpunkten a b c S. 

Jeder Verbindungsstrahl eon S mit irgend einem Punkte des Keget^ 
Schnitts if^^ trifft die Gerade V in einem solchen Punkte^ dass der ihm zu- 
geordnete eierte harmonische Punkt, während die beiden ersteren ebenfalls 
zugeordnet sind, allemal auf dem Kegelschnitte 0^*^ liegt. 

Dem Punkte S gehört in Bezug auf beide Kegelschnitte M^^ und 0^^ 
ein und dasselbe Strahlsystem zu; ist dies hyperbolisch^ so ist S der Schnitt- 
punkt zweier gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Kegelschnitte. 

5. Die beiden Dreiecke a^b^Ci und aßj^, welche dem gegebenen abc 
einbeschrieben sind (und auch dem Kegelschnitte 0^^^). bieten noch einige 
besondere Eigenschaften dar, die hinzugefügt werden mögen. 

Aus den harmonischen Beziehungen: 

{bcsiai) = — 1 und {bcrio) = — 1 
folgt, dass sowohl die drei Punktepaare: 

b^c ai^a ri^Si 
einem Punktsysteme angehören, als auch die vier Punktepaäre : 

byb c,c öl , *, «, Ti 
einem zweiten Punktsysteme, dessen Doppelpunkte b und c sind; aus der in 
sich projectivischen Eigenschaft jedes Punktsystems folgt noA die Gleidiheit 
der Doppelverhfiltnisse: 

{abriSi) = (aiC^iTi) = (Sicaiot) = (ae^iCSi). 



> •■..-'". .4, 




Schröter, Erweiierung einiger bekamUen Eigemchaften des ebenen Dreiecks, 219 

Wir haben also folgende Gleichheit: 

(abriSi) = (aaiCSi). 
Denken wir uns die letzten vier Punkte von *2 auf ay projicirt, so 
erhalten wir vier neue Punkte: 

« (aiCi^ay) {ac.ny) {s^i^ay), 
die mit 

ab ^i Si 

projectivisch sind und perspectivisch liegen ; hieraus folgt, dass die drei Punkte 

b (a^Ci^ay) und (rir2,*i^2) 
in gerader Linie liegen. Bezeichnen wir den Schnittpunkt: 

(G, r) = 

und die drei Punkte: 

(biCi , ßy) = Ui (c,ai , ycf ) = fi2 («16, , aß) = u^ , 
so liegen nach dem Vorigen: 

a Ui 
b U2 

c Us o 

in je einer Geraden. Bezeichnen wir noch die Schnittpunkte: 

{biy, c,ß) = f?i (cjoe, a,y) = e^ {a,ß, b,a) = ©3, 
so bilden immer drei Punkte: 

a Wi <?i 

6 tl2 €2 
C «3 «3 

je ein Tripel conjugirter Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt 0^'^, weil sie 
die Diagonalpunkte eines demselben einbeschriebenen vollständigen Vierecks 
sind* und da au^ durch geht, so muss «i auf der Polare von liegen, d. h. 
auf der Geraden SH, also: 

Die drei Punkte f?i <?2 ^i liegen auf der Geraden SH, 
Sodann folgt aus dem Po^^a/schen Satze, weil die sechs Punkte 
ai b^ Ci a ß y auf dem Kegelschnitte 0^'^ liegen, dass 

Ui U2 «3 
«2 tf3 <?i 
fl3 «i <?2 

ia je einer Geraden liegen. Die drei Punktepaare ufii Usfa u%ti bUden ako 
ÜB drei Paar Oegenecken eines vollständigen Vierseits. 

28» 
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Aus der Gleichheit der Doppelverhdltnisse : 

folgt die Projectivität der Strahlbflschel : 

Ci[bc8ia[\ = /[ftcTia], 
und da c^yb in derselben Geraden liegen^ die perspectivische Lage der beiden 
Strahlbflschel, also liegen 

oder 

C Ui U2 

in einer Geraden, woraus denn folgt, dass je vier Punkte: 

a ffj f^ fi 
b Ui Ui f>2 

C Ux U2 f^z 

in einer Geraden liegen. 

Da nun 0^3 identisch ist mit UiUi und die Polare von «3, ebenso thu^ 
die Polare von i/i und u^u^ die Polare von tf?, so bilden die Punkte Ui U2 u^ 
ein Tripel conjugirter Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt 0^^\ 

Aus dem Umstände, dass t/, Ui zwei conjugirte Punkte in Bezug auf 
den Kegelschnitt 0^^^ sind und aiU2'i a^u^ denselben resp. in Ci und bi treffen, 
folgt, dass auch b,U2 und c^u^ sich in einem Punkte dieses Kegelschnitts be- 
gegnen (Theorie d. Kegelsch. S. 154); durch denselben geht gleicherweise 
aitii, also: 

Die drei Verbindungslinien OiWi, 6^1/2, CiU^ treffefi sich in einem Punkte V 
des Kegelschnitts 0^'^\ 

Auf ganz dieselbe Weise geht hervor, dass die drei Verbindungen 
iinien aui , ßu^ , y Wj sich in einem Punkte Q des Kegelschnitts 0^^^ treffen. 

Fassen wir das dem Kegelschnitt 0^^^ einbeschriebene Viereck ajcPO 
in's Auge, so ist ein Diagonalpunkt desselben Ui\ seine Polare u^u^ gebt also 
durch (^PQ, 6c}, oder der Punkt (u^u^^bc) liegt mit P und Q auf derselben 
Geraden; gleicherweise auch (uiUi^ca) und (ti|f/^,a6), d. h. die drei Schnitt- 
punkte: 

^UiUi^bc) (fi3ii,,ca) (u^Uj'iOb) 
liegen auf einer Geraden mit den Punkten P und Q, 

Aehnliche Betrachtungen, wie sie hier an die beiden Dreiecke ai6iC| 
und affy angeknüpft sind, lassen sich auch fflr andere Dreieckspaare anstellM, 
die ebenso aus einem der Dreiecke bcH, eaH, obH oder bcSy eaS, abS hm^ 
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vorgehen, wie die betrachteten aus dem ursprünglichen Dreiecke abc. Wir 
gehen nicht weiter hierauf ein. 

6. Ist das Dreieck abc und auf der Geraden G das Punktsystem {s, o) 
gegeben, so kann nach Kegelschnitten gefragt werden, welche die Seiten des 
Dreiecks berühren und das Punktsystem {s, a) zu ihrem zugehörigen haben. 
Sei m der Pol der Geraden G in Bezug auf einen solchen Kegelschnitt und 
trefife am die Gerade G in x, dessen conjugirter Punkt S im gegebenen Punkt- 
system (*, a) sei, dann müsste ^ der Pol von amx sein, also ax und a$ con- 
jugirte Strahlen in Bezug auf den gesuchten Kegelschnitt; da nun ab und ac 
Tangenten desselben sein sollen, so kennen wir das (hyperbolische) Strahl- 
system, welches dem Punkle a in Bezug auf den gesuchten Kegelschnitt zu- 
gehört, und haben in diesem ein Paar conjugirte Strahlen zu ermitteln, die 
zugleich durch ein Paar conjugirte Punkte des gegebenen Punktsystems («, o) 
hindurchgehen. Wir haben also das gemeinschaftliche Paar conjugirter Strahlen 
zweier in a concentrischer Strahlsysteme aufzusuchen, deren erstes ab und ac 
zu Asymptoten hat und deren zweites mit dem gegebenen Punktsystem is,p) 
perspeclivisch liegt, eine Aufgabe, deren Lösung bekannt ist. (Theorie d. 
Kegelsch. S. 59 und S. 163.) Ist dieses Strahlenpaar gefunden, so muss m 
auf einer der beiden Geraden liegen. Ermitteln wir zweitens das gemeinschaft- 
liche Paar conjugirter Strahlen, welches zwei concentrischen Sirahlsystemen 
angehört, deren eines die Asymptoten bc und ba hat, während das andere 
in b perspectivisch liegt mit dem gegebenen Punktsystem (s^o). so gilt von 
diesem Strahlenpaare dasselbe, wie von dem vorigen. Die beiden gefundenen 
Strahlenpaare schneiden sich nun im Allgemeinen in vier Punkten m m! m" nl*\ 
deren jeder als Pol der Geraden G in Bezug auf einen Kegelschnitt angesehen 
werden darf, welcher die Dreiecksseiten berührt und das Punktsystem («, o) 
zu seinem zugehörigen hat; denn umgekehrt muss ein Kegelschnitt, welcher 
ffi und G zu Pol und Polare hat mit den auf ihnen befindlichen perspectivischen 
Punkt- und Strahl- Systemen, und der ausserdem eine Dreiecksseite berührt, 
wodurch er eindeutig bestimmt ist, auch die beiden andern Dreiecksseiten 
berühren. Hieraus folgt, dass auch die beiden Strahlen, welche durch die 
dritte Ecke c des Dreiecks gehen und das gemeinschaftliche Paar conjugirter 
Strahlen zweier Strahlsysteme sind, deren eines die Geraden ca und cb zu 
Asymptoten hat, während das andere in c perspectivisch liegt mit dem ge- 
gebenen Punktsystem {s, a), durch dieselben vier Punkte m m! m" m'" geben 
iMssen. Es giebt also im AUgemeihen vier KegeUchnitte, welche die Seiten 
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des Dreiecks abc berühren und das geg'ebene Punktsystem {s^ a) zum zuge- 
hörigen haben. Ihre Construction oder vielmehr die der vier Punkte m m' m" m'" 
lässt sich mit Hülfe des umschriebenen Kegelschnitts M^'^^ nach der bekannten 
Construction des gemeinschaftlichen Paars conjugirter Strahlen bei zwei con- 
centrischen Strahlsystemen (Theorie d. Kegelsch. S. 163) folgend ermaassen 
ausfähren: Für den Kegelschnitt M^'^\ welcher dem Dreieck abc umschrieben 
ist und das gegebene Punktsystem (s^ a) zu seinem zugehörigen hat, constroire 
man den Pol M der Geraden G (des Trägers vom Punktsystem {s, a)) und 
die Pole pi p^ pz der Dreiecksseiten bcy ca, ab^ ziehe die Linien Afjp,, ifjp>, Mpz^ 
welche den Kegelschnitt M^'^^ in drei Punktepaaren UiTiI^ ^i^i^ ^3^3' treffen, 
dann bilden die drei Strahlenpaare: 

an^ CLJii 0712 UTI2 071^ C713 
die sechs Seiten eines vollständigen Vierecks oder schneiden sich zu je drei in 
vier Punkten m m m" 1»'", welches die gesuchten sind. 

Von den letzten drei Strablenpaaren, welche die gesuchten gemein- 
schaftlichen Paare conjugirter Strahlen der oben angegebenen concentrischen 
Strahlsysteme sind, muss eines immer reell sein; es können aber auch alle 
drei reell sein; von den vier Punkten m ni m" m'" sind also entweder alle vier 
oder keiner reell; das Letztere kann nur der Fall sein, wenn das gegebene 
Punktsystem {s^ o) hyperbolisch ist, braucht dann aber nicht immer einzutreten. 

Aus der angegebenen Construction der Berührungskegelschnitte, welche 
einem gegebenen Dreieck einbeschrieben werden können und ein gegebenes 
Punktsystem zum zugehörigen haben, folgt beiläufig, dass für das Dreieck 
aßy und das Punktsystem («, o) auf G, jene vier Punkte m m! m" 1»'" nichts 
anderes sind, als die bekannten Punkte a b c H und anderseits, dass für das 
Dreieck afi^Ci und das Punktsystem (r, p) auf /'jene vier Punkt« m nl w!' w!" 
die Punkte a b c S werden. 

7. Setzen wir den reellen Fall voraus, dass es einen Kegelschnitt T^^^ 
giebt (mithin nach dem Vorigen vier Kegelschnitte), welcher die Dreiecks- 
Seiten bc, ca, ab in den Punkten /j t^ h berührt und das Punktsystem (js, a) 
zum zugehörigen hat; dann schneiden sich die drei Verbiudungsstrahlen a<i, 6^, 
ctz in einem Punkte, (Theorie d. Kegelsch. S. 93) und die drei Schnittpunkte: 

{bc.tJi) {ca,tJi) {ab.tJi) 
liegen auf einer Geraden, welche die Polare des vorigen Punktes in Bezng 
auf den Kegelschnitt 7^^^ ist. Diese drei Punkte sind die vierten harmonischen 
den Berührungspunkten zugeordneten Punkte auf jeder Dreiecksseite, auf der 
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die beiden Ecken das andere Paar zugeordneter Punkte sind. Da die Gerade 
G die Dreiecksseiten bc^ ca, ab in den Punkten Si 82 s^ trifft, deren zugeordnete 
vierte harmonische Oi 6^ Ci sind, so werden auch a[bcaiSi] vier harmonische 
Strahlen, also aoi und asi zwei conjugirte Strahlen in Bezug auf den Kegel- 
schnitt 7^^^ sein, weil ab und ac Tangenten desselben sind. Di# Polare von 
a ist t2h') folglich bilden die drei Punkte: 

ein Tripel conjugirter Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt 7^'^- mithin ist 
{aai^tJs) der Pol von asi^ liegt also auf der Polare von «x, welche ausser- 
dem offenbar durch den Berührungspunkt ti geht und durch den Punkt a^^ 
der ifi dem gegebenen Punktsystem zu Si conjugirt ist; bezeichnen wir nun- 
mehr die Schnittpunkte: 

(aui , ti ti) = iTi , (66i , ti tj) = fi?2 , (cc, , ^ /2) = «?3 , 

r 



SO liegen 



ti Wi Ol auf der Polare von «1 

/j fr2 ^2 "" — •" ~ *2 

'3 «^3 ^3 - - - - *3 



und 



a t^x d)| bilden ein Tripel conj. Punkte 

6 tt?2 tDj - - - - - 

c «?3 0)3 - - - - - . 

Da nun die drei Punkte St 82 83 auf der Geraden G liegen, so schneiden 
sieh die drei Verbindungslinien tiWi^ titD^t t^fD^ in einem Punkte^ dem Pol ider 
Geraden G in Bezug auf den Kegelschnitt T^\ und weil auch awi^ bw^^ ctp^, 
sieh" in einem Punkte S treffen, so müssen die Punkte a)| B^ 0)3 in einer Geraden 
liegen^ der Polare des Punktes S in Bezug auf den Kegelschnitt T^K Hieraus 
ergiebt sich weiter, indem auf den Seiten des Dreiecks tit2ti zu den in einer 
Geraden liegenden Punkten S)i 1^2 ^3 die zugeordneten vierten harmonischen 
u>i W2 W3 sind, dass auch • 

Wi W2 (Dy 
»2 IT, cö| 

1^3 Wi 6>2 

in je einer Geraden liegen. Endlich müssen, weil die drei Geraden /s^, aai 
und tiOi sich in einem Punkte Wi treffen, ihre Pole auf einer Geraden liegen, 
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ml§0 et fades sidi je drei Paskle: 

fü eimer Geradem. BezeichBes wir die ScIuiitlpvBkte der drei Beriknwgs- 
sebnefl M^. IJi. tili mit der Gerades G durch T| r^ t^. so äsd oiraber a und 
7|. 6 und T^. c ond r^ je znei conjogirte Ponkte in Bezug asf dea Kegel- 
fcboiU T^^^, md wir können nach dem Ue$$eschen Satze ^Theorie d. Kegrisch. 
S, 1 57) ans zwei Paaren conjngirter Punkte allemal ein drittes Paar ableiten : 
da nimlicli b und r^. e und r^ conjngirte Punkte sindr so missen anch: 

[br^ , CT^j und bc, t, r^ 
conjngirte Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt T^' sein: der letzte Pnnkt 
ift aber nichts anderes, als #j. folglich liegt der erstere auf der Polare von 
#i. d. h. auf der Geraden liWii bezeichnen wir nunmehr die drei neuen 
Schnittpunkte : 

bty , CTj = X, [er,, ar^] = g, ar^ . 6r,; = s, 
io haben wir: 

m Je etner Geraden^ und diese drei Geraden schneiden sich in dem Pol von 
G in Bezug auf den Kegelschnilt 7^'\ 

Die Lage der drei neuen Punkte x y z %n den froheren tritt noch deut- 
licher hervor, wenn wir bemerken, dass die vier Strahlen tilß^h'^iol mit den 
vier Strahlen a[i}^T|fJ perspectivisch liegen, und dass die ersteren identisch 
find mit f|[T3T,Tja], die letzteren mit a[cfrTiff]; die ersteren bestimmen nun 
auf G vier Punkte und die letzleren auf bcy die projectivisch zu einander 
sein müssen, folglich sind auch die Strahlbüschel projectivisch: 

und da sie in der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte axi zwei zusammen- 
fallende entsprechende Strahlen haben, so liegen sie perspectivisch, d. h. 

{ar^ , CT|) .-= y^ (^ax'i , bxi) = z und ti 
liegen in einer Geraden; wir sehen also, dass 

» » <i 

^ y h 
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in je einer Gerciden liegen. Es sind ferner /i [06/3^2] vier harmonische Strahlen, 
die G in vier harmonischen Punkten treffen; verbinden wir dieselben mit a, 
so erhalten wir also wieder vier harmonische Strahlen a[tiBir2T^\ ander- 
seits sind auch Xi\t^t2bc'\ harmonisch, also folgende beide Strahlbfischel pro- 
jectivisch : 

und zugleich je vier harmonische Strahlen. Da nun in diesen beiden Strahl- 
büscheln die Schnittpunkte von drei entsprechenden Strahlenpaaren, nämlich 
y z ti auf einer Geraden liegen, wie wir vorhin gesehen haben, so muss 
auch der vierte Schnittpunkt entsprechender Strahlen, nämlich: 

[asi , Ti ti) oder (öw^ , /j '3) 9 
d. h. cDx auf derselben Geraden sich befinden und es sind: 

vier harmonische Punkte; wir können also dem früheren Resultat dies neue 
hinzufügen : 

Die Punkte: 



y 


i 


ti 


ö>, 


i 


X 


k 


©, 


X 


y 


h 


«^3 



liegen zu je eieren auf einer Geraden und sind harmonisch^ indem allemal die 
beiden ersten und die beiden letzten einander zugeordnet sind. 
Wir haben einmal vier harmonische Punkte 

y z ti (Sl 
und anderseits auf der Geraden bc ebenfalls vier harmonische Punkte b c ti 
{bc, #2 '3) ; die beiden Punktreihen sind daher projectivisch und haben in ihrem 
Schnittpunkte t^ entsprechende Punkte vereinigt, folglich gehen die Verbindungs- 
strahlen by, cz, ^^3 durch einen Punkt, also: 
Die Strahlen 

by cz tih 
cz ax t^ ti 
ax by /i<2 
treffen sich zu je drei in einem Punkte. 
Dies Resultat lässt sich auch anders ausdrücken ; die Punkte ab t^ liegen 
nämlich auf einer Geraden und auch die Punkte a c t^ auf einer Geraden; be- 
zeichnen wir daher die Schnittpunkte: 

{cz, ab) = A3 , {by, ac) = k2^ 

Journal fOr Bfatbematik Bd. LXVUI. Heft 8. 29 
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so mdssen die beiden Punktreiben : 

a ti kl c 
und 

a ti b k^ 
perspectiviscb liegen, also folgende beiden projectivisch : 

(««2*2^) = {tiak^b)\ 

die in diesen beiden projectivischen Punktreihen dem gemeinschaftlichen Punkte 
a entsprechenden Punkte sind /s und t^^ also die BerAhrungspunkte eines 
Kegelschnitts, welcher ab und ac berührt und auch bc und kik^^ zwei andere 
Projectionsstrahlen, zu Tangenten hat; dieser Kegelschnitt ist nichts anderes, 
als der frohere T^^\- folglich ist die Verbindungslinie /r, A3 eine Tangente des- 
selben; bezeichnen wir noch den dritten Punkt: 

[ax, bc) = kl , 

so folgt : Die drei Funkle Ä, k2 &3 liegen in einer Geraden^ welche den Kegeln 
schnitt T^^^ berührt. Diese besondere Tangente des Kegelschnitts 7^'^ hat 
nun noch eine zweite geometrische Bedeutung, zu der wir durch die nähere 
Untersuchung der Punkte ki k^ k^ gelangen. 

8. Auf der Geraden bc haben wir zwei Mal je vier harmonische 
Punkte, nämlich 

6 c «4 üi 

und 

b c ti {t^ti^bc)^ 

woraus herTorgeht, dass b und c, «1 und <i, ai und {tiU^bc) ala drei Paare 
conJQgirter Punkte eines Punktsystems aufgefasst werden kOnnen und daher 
mit tf>i verbunden drei Paare conjugirter Strahlen eines Strablsystems liefern: 

Wxb und WiC, w^Si und «c^i^i, Wia und Wi€Hi\ 

da nun ^1 der Pol von tTi^i und a der Pol von w^iöi ist, so ist dies Strahl* 

System identisch mit demjenigen, welches dem Punkte Wi in Bezug auf den 

Kegelschnitt T^^^ zugehört, also sind 

tD^b und tTiC zwei conjugirte Strahlen in Bezug auf den Kegelschnitt 7^^^ 

w^ts «*- Wib — — -^--- «. — ;*" 

der Pol der Geraden w^b muss demnach auf der Geraden WiC liegen; da snn 
die Polare von b die Beröhrungssehne ^1^ und die Polare von u>x die Gerade 
aU>i ist, so folgt, dass 
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eich in einem Punkte schneiden 





WiC 


aüüi 


<l<3 


ebenso 


Wib 


a&i 


<2<l 




UhO 


bw^ 


tih 




w^c 


b(B^ 


kh 




Wib 


CCD3 


kh 




»3» 


C®3 


hh 



Betraehten wir nun drei solche in eineoi Punkte susammenlanfende Strahlen 
%. B. büü^ oder bs^^ t^h und w^c und verbinden ihren Schnittpnnkt noch mit 
^ = {G,tiW»i)^ so haben wir auf den Geraden G und tjw^ vier Paare entsprechen- 
der Punkte zweier perspectivisch liegenden Punktreihen, nämlich: 

und 

CFj {eW2^ Ö) T| #2; 

die letzten vier Punkte von c aus auf titv^ projicirt geben 
und diese sind daher projectivisch mit: 

Oj tt?2 <2 (A»a,<2«'2); • 

projicirea wir beide Ponktreihen von b aus auf ae^ so erhalten wir folgende 
projectivische Punktreihea: 

ß 61 k 92j 

Alao tedet auch die Gleiohheit der Doppelverhiltnisse statt : 

welche folgendes aussagt: In einem Punkt^pstem^ für welches t^ ein Doppel-- 
punkt und bi ß ein Paar conjugirter Punkte ist, müssen auch #9 und k^ ein 
drittes Paar conjugirter Punkte sein. 

Dasselbe gilt fDr jede der beiden andern Dreiecksseiten und die früheren 
Punkte &i Ar, k^ erhalten dadurch eine neue Bedeutung. Der Punkt t^ ist 
Bfttnlich der Beröhrungspunkt des Kegelschnitts T^^^ mit der Geraden at, und 
die Punkte 6, und ß sind die Sehnittpunkle des Kegelschnitts 0^^^ mit der 
Geraden oc; endlich ist «2 der Schnittpunkt einer gemeinschaftlichen Sekante G 
der Kegelschnitte T^^^ und 0^^^ mit derselben Greraden ac; folglich muss ir, 
derjenige Punkt auf ac sein, durch welchen eine zweite gemeinschaftliche 
Sekante geht, die mit G zusammen ein Linienpaar bildet in dem durch diet 
beiden Kegelschnitte 7^' und 0^'^ bestimmten Büschel; diese zweite gemein- 
schaftliche Sekante geht in gleicher Welse durch die Punkte k^ und k^^ is 

29» 
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also die Gerade kikak^; da sie, wie wir vorhin gesehen haben, eine Tangente 
des KegelschnlUs T^^^ ist und, wie wir jelzt wissen, eine gemeinschaftliche 
Sekante der beiden Kegelschnitte T^^^ nnd 0^^^, so muss sie auch den Kegel- 
schnitt 0^^^ in demselben Punkt berühren, in welchem sie T^^^ berührt; also 
die beiden Kegelschnitte T^'^^ und 0^^^ berühren sich und haben aw ihrer gemein-- 
schaftlichen Tangente im Berührungspunkte die Gerade^ auf welcher die Punkte 
kl k^ ks liegen*). Die Constrnction dieser Punkte ist oben angegeben (7.). 

Was für den Kegelschnitt T^^^ nunmehr bewiesen ist, gilt offenbar für 
jeden der vier Kegelschnitte, die dem Dreiecke abc einbeschrieben werden 
können und das auf der Geraden G gegebene Punktsystem {s^ a) zu ihrem 
zugehörigen haben; alle diese vier Kegelschnitte werden also von 0^^^ berührt. 
Ferner behält der Kegelschnitt 0^^^, wie wir früher gesehen haben, dieselbe 
Bedeutung für das Dreieck abc^ wie für jedes der Dreiecke bcH, caH, abH; 
wir schliessen also: 

Der Kegelschnitt 0^^^ berührt die sechszehn Kegelschnitte, welche sich 
je einem der eier Dreiecke abc, bcH, caH, abH einbeschreiben lassen und 
zugleich das auf G gegebene Punktsystem {s, a) zu ihrem zugehörigen haben. 

Anderseits wissen wir , dass der Kegelschnitt 0^^^ dieselbe Bedeutung 
hat für das vollständige Viereck abcH und die Gerade G mit ihrem Punkt- 
system {s, o) wie für das vollständige Viereck abcS und die oben construirte 
Gerade /' mit ihrem Punktsystem (r, p) ; wir schliessen also : 

Der Kegelschnitt 0^^^ berührt die sechszehn . Kegelschnitte , weM^ sidi^ 
je einem der mer Dreiecke abc, bcS, caS, abS einbeschreiben lassen und zu-- 
gleich das auf der Geraden F befindliche Punktsystem (r^-^) zu ihrem %uge^ 
hörigen haben. 

Berücksichtigen wir die oben gefundene Eigenschaft, dass 4er Kegel'* 
schnitt 0^^^ der Polarkegelschnitt der Geraden G ist in Bezug auf ein Kegel- 
schnittbflschel mit den vier Grundpunkten a b c H, oder auch der Polarkegel- 
schnitt der Geraden T in Bezug auf ein Kegelschnittbüschel mit den vier 
Grundpunkten a b e 8, m lässt sich das erlangte Resultat auch so ausspreehen: 

Hat man ein Kegelschnittbüschel mit eier reellen Grundpunkten a b c d 
und eine beliebige Transversale G in der Ebene , so berührt der Polarkegel^ 



*) Die hier angegebene ConstructioD der gemeinsamen Tangente im Berttbrungi^ 
punkte kommt mit derjenigen überein^ welche für den beBonderen Fall der Kreide in 
Schlömilch» Zeitschrift für Mathematik und Phj^sik Bd. XII, S. 354 von Herrn C. W. 
Baur ab ^^geometrischer Bäte'' ohne Beweis mitgetheilt ist. 



Schröter, Erweiterung einiger bekannten Eigenschaften des ebenen Dreiecks. 229 

schnitt 0^^^ der Geraden G in Be%ug auf das Kegelschnittbüschel diejenigen 
sechszehn Kegelschnitte, welche je einem der eier Dreiecke abc, abd, bcd, acd 
einbeschrieben werden können und die Gerade G zur (reellen oder ideellen) 
gemeinschaftlichen Sekante mit 0^^^ haben. 

Liegen insbesondere die vier Punkte a b c d so^ dass einer (jeder) der 
Höhenpunkt des von den drei andern gebildeten Dreiecks ist, und ist G die 
unendlich entfernte Gerade G^ , so folgt der in der Einleitung hervorgehobene 
Elementarsatz. 

9. Die im Vorigen betrachtete Figur führt noch zu andern Con- 
structionen sowohl der Geraden ki ki h^ welche für beide sich berührende 
Kegelschnitte T^^^ und 0^*^ die Tangente in ihrem Berührungspunkte ist, als 
auch dieses Berührungspunktes selbst. 

Wir haben gesehen (7.), dass die vier Punkte y z ti (X^i auf der- 
selben Geraden liegen und vier harmonische Punkte sind; die vier Strahlen 
b[yztiGii'\ sind daher vier harmonische Strahlen und treifen die Gerade /s's in 
vier neuen harmonischen Punkten: 

{by^t^h) Ti (6c,<2<3) ®i. 
Bezeichnen wir den schon früher betrachteten Schnittpunkt : 

und analog 

{cz, t^t,) == {axy t^t,) ^ ri, 
iaxytit2)=^{by,tit^)=^^, 
so wie die Schnittpunkte: 

{bcyt^h) = ci, 

{ca^t^t,) = 6, 

{ab, tili) = c, 

so sind also § r^ a cD^ vier harmonische Punkte, die von Si auf oc projicirt 

wieder vier harmonische Punkte bestimmen, nämlich: 

(«1 '§y ac) S2 c a. 
Hieraus folgt aber, dass der Punkt [s^^,ac) identisch ist mit dem Punkte 6i, 
welchen wir anfangs eingeführt haben (1.), und die Gerade s^^ mit der Geraden 
6iCi, folglich schneiden sich die Geraden 6iC|, (2^3, by, cz alle eier m einem 
und demselben Punkte §. Da nun 

die vier Geraden by cz b^Ci t^h durch den Punkt ^ gehen und 

- - - cz ax Citti t^ti - - - 1/ - - 

- - - ax by aibi titi - -» - ^ - , 



230 Sekräier, Erweiiemitg eimger bekaunien Eigetuckaflem dtt 

SO Hegen 6y ^ ^ in einer Geraden 

d. h. ^ 17 ^ sind die Ecken desjenigen Dreiecks, dessen Seiten ax, bgy cm mni. 
Zur Constmction der Geraden i^iÜTsArj, welche die beiden sich be- 
röhrenden Kegelschnitte 7^^ und 0^^^ zur Tangente in ihrem Ber&hnittf8|nittkte 
haben, sind früher die Punkte x y i benutzt worden; jetst können wir n 
ihrer Constmction die Punkte I 17 ^ benutzen, welche nur aus den Dreiecken 
lit^t^ nnd a|6|C| der Art hervorgehen, dass: 

(6iC|, «2/3) = §, («1«!, <3^i) = V, (öl 6m '1^2) = ^ 
ist und 

(iy£, bc) = *, , (Cl, ca) = Ar, , {Stj, ab)^ki; 

die Punkte A, /r^ k^ liegen eben in der gesuchten Geraden *). Hieraus folgt 
weiter, dass die beiden Dreiecke abc und ^rjZ perspectivisch li^en mässen, 
weil die Schnittpunkte entsprechender Seiten sich auf einer Geraden befinden. 

Eis schneiden sich also a^, brj, c^ in einem Punkte. 

Betrachten wir die Seiten des Dreiecks abc und die Gerade k^k^k^ 
als ein vollständiges Vierseit, so erscheint ^TQ als das Diagonaldreieck des- 
selben; |r/^ bilden daher ein Tripel conjugirter Punkte in Bezug auf den 
Kegelschnitt T^'^^ weil jenes Vierseit demselben umschrieben ist (Theorie der 
Kegelsch. S. 152); dies tritt auch unmittelbar aus der harmonischen Eigenschaft 
des vollständigen Vierseits hervor, wonach 

I ^ c &3 

Tj ^ a k^ 

^ S b k, 
je vier harmonische Punkte sind, immer die beiden ersten zugeordnet und die 
beiden letzten einander zugeordnet. Mithin treffen die vier Strahlen alStjck^] 
die Gerade />'j wieder in vier harmonischen Punkten, also arj oder ij^ geht 
durch den vierten harmonischen dem ^ zugeordneten Punkt, während Z,/} das 
andere Paar zugeordneter Ponkte ist. Da nun | auf der Polare von liegt, 
so ist a^ oder rj^ die Polare von | in Bezug auf den Kegelschnitt T^^^ und 
mithin Srjl^ ein Tripel conjugirter Punkte. 

Wir haben früher gesehen, dass s^ und x conjugirte Punkte in Besug 
auf den Kegelschnitt T^^^ sind, also tiX die Polare von Si ist; jetzt wissen 

*) Diese CoDstructiou bat Salmon in Quarterly Journal of Math. Bd. IV, pag. 152 
als von W. R. Hamilton herrührend miigetheilt. 
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wir, dass | der Pol von 77^ ist, folglich wird der Schnittpunkt x der Geraden 
tiX und ??^ der Pol von «il oder biCi sein, also die oben eingeführten Punkte 
(T y 2 sind die Pole der drei Geraden 61 C|, CiOj, Oibi in Bezug auf den 
Kegelschnitt T^'^K Da die Dreiecke a^biCi und xysi Polardreiecke von ein- 
ander sind in Bezug auf T% so liegen sie perspectivisch (Th. d. Kegelsch. 
S. 160), d. h. es schneiden sich sowohl axX, b^y^ Ci« in einem Punkte , als 
emch die drei Schnittpunkte: 

{aibi , xg) {b^Ci , y*) {e^ai , sx) 

liegen in einer Geraden^ der Polare des vorigen Punktes. 

Wir haben vorhin gesehen, dass die drei Strahlen o|, brj^ cC, sich in 
einem Punkte schneiden; da nun die Polare von a die Gerade 14^^ und von 
I die Gerade 7;^ ist, so mfissen auch die drei Schnittpunkte : 

(CM3) (?l,Mi) {^,lil2) 

in einer Geraden liegen, d. h. die Dreiecke l^til^ und ^^ perspectivisch liegen, 

also auch 

f/i rit^ ^/a 

sich in einem Punkte treffen. Dieser Punkt liegt nothwendig auf dem Kegel- 
schnitte T^'^5 welchem das Dreieck t^t^it^ einbeschrieben und für den |ry^ ein 
Tripel conjugirter Punkte ist, die auf den Seiten des vorigen Dreiecks liegen 
(Th. d. Kegelsch- S. 153). Da nun die Polare von | die Gerade ?;^, von /, 
die Gerade 6c, so ist der Pol von f/, der Schnittpunkt (t^^, bc) = k^^ also da 
sich |/i, 17/2, X>tz in einem Punkte treffen, so liegen /r» Ä2 ^3 in einer Geraden, 
welche die Polare jenes Punktes und zugleich Tangente des Kegelschnitts T^^ 
ist, weil ihr Pol auf dem Kegelschnitt selbst liegt. 

Hieraus fliesst eine Construction des Berührungspunktes der beiden 
Kegelschnitte T^^^ und O^'^K Man bestimme die Schnittpunkte: 

dann schneiden sich die drei Verbindungslinien t^^, t^ri^ iX in demjenigen Punkte, 
in welchem sich die Kegelschnitte T^^^ und 0^^^ berühren. 

Weil ax oder r^ durch den vierten barnionischen Punkt zu /, /, |, der 
dem ^ zugeordnet ist, hindurchgeht, und c^t^^ bj^ sich in a, t^t^ und 6|Cj sich 
in § schneiden, so geht tji^ auch durch den vierten harmonischen Punkt so 
61 Ci §, der dem ^zugeordnet ist; ebenso gebt ^| durch den vierten harmonischen 
Pmht zu Ci ai riy der dem rj zugeordnet ist, folglich schneiden sich Stj a,6i und 
die Verbindungslinie jener beiden vierten barinoniscben Puakte in einem und 
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demselben Punkt, oder 

{bic, , tiS) {c,a, , ^1) (a|6i , ^) 
Uegen auf einer Geraden^ d. h. die beiden Dreiecke aibiCi und ^^ liegen per- 
spectivisch^ also Oi §, 61 rj, c^ ^ schneiden sich in einem Punkte. Dieser Punkt, 
in welchem sich die drei Geraden OiS^ bit], C|^ trelFen, liegt auf der gemem-^ 
schaftlichen Tangente k^kr^k^ der beiden sich berährenden Kegelschnitte 7^^ 
und 0^^^^ denn die drei Punkte ax ^ 6^ liegen auf einer Geraden und die 
Punkte ri c § ebenfalls auf einer Geraden; wir haben daher (Th. d. Kegelsch. 
S. 90) die drei Schnittpunkte: 

(öic, nQ) {b,c, &;) {a^s, bji) 

oder 

&i *2 («1^, b{ri) 

auf einer Geraden, d. h. der Punkt, in welchem sich die drei Strahlen Oxf, 
biTi, cX> treffen^ liegt in der Geraden k^kik^. 

Da das Polardreieck von a|6iCi das Dreieck xyz ist und ^^ sich selbst 
zum Polardreieck hat, so folgt aus dem Vorigen, dass auch die Dreiecke xy% 
und |?2^ perspectivisch liegen, d. h. 

in einer Geraden, während sich xi, gri, s^ in einem Punkte treffen. Die 
Gerade, in welcher die drei Schnittpunkte: 

i^y»^n) {y^»nC) {^^,U) 

liegen, geht durch den Berührungspunkt der beiden Kegelschnitte T^^^ und 0^\ 
weil sie die Polare des Schnittpunktes {aj, bji) ist und dieser auf der Tangente 
kyk2kz liegt. 

Weil sich ati^ bti^ ct^ in einem Punkte schneiden (Theorie d. Kegelsch. 
S. 93), so liegen die früher mit a 6 c bezeichneten Punkte: 

[bCy tit^) = a {ca, t^ti) = h {ab, titi) = c 
in einer Geraden und es sind 

b c a ti 
vier harmonische Punkte; da auch b c Si ai vier harmonische Punkte sind, 
so folgt die Gleichheit der Doppelverhältnisse: 

(cbsiai) = (cbati) 
und die Projectivität der Strahl büschel : 

S2[cbsiai] = h[cbati]\ 
nun finden sich aber ^2 S und c auf derselben Geraden, folglich sind die beiden 
Strahlbüschel perspectivisch und die Schnittpunkte der drei übrigen Strahlen- 
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paare auf einer Geraden; von diesen ist einer der Punkt 6^ der andere («2^19 B/|) 
oder («iCx, /i/3) =iy und der drille (*i«2^«6); die Gerade bri geht daher durch 
den Schnillpunkt der beiden Geraden s^SiS:^ und aSc; aus demselben Grunde 
die Verbindungslinie cQ und auch a4; der Punkt ^ in welchem sich die drei 
Geraden a^, bi], cC treffen^ liegt also auf der Geraden G und ist ihr Schnitt-- 
punkt mit derjenigen Geraden, auf welcher a 6 c liegen. 

Die Pole der drei Geraden «1, bri, cQ, welche wir mit liiji^i bezeichnen 
wollen, sind: 

Die Punkte li^yiCi Hegen auf einer Geraden, weil ihre Polaren durch einen 
Punkt gehen und die Gerade ^j??i^i geht durch den Pol von G in Bezug auf 
den Kegelschnitt T^'^K Wir bemerken noch, weil 

h ii V ni 

h t, 'c 'Q, 

je vier harmonische Punkte sind, erscheint 1^213 bIs das Diagonaldreieck eines voll- 
ständigen Yierseits, dessen drei Paar Gegenecken l^i tjtji 'C^i sind; ferner treffen sich 

ZU je drei in einem Punkte u. s. w. 

Diese Eigenschaft fährt uoch zu einer andern Construction der Geraden 
Ai&sür,; es ist nämlich 

der Pol von ti^i der Schnittpunkt {c^, bc) 

- - - ^z^i - - {bri, ca) 

- - - '3C1 - - (^^^«6)9 

folglich liegen nicht allein die Punkte ki Ar, ^^3 in einer Geraden, sondern auch 

{d^,bc)\ {bri,ca)\ *s 

ibr],ca)\ icC,ab); Ar, 

{cQ,ab)', {a§,bc)\ Ar, 

in je einer Geraden, und weil o^^ bri, cC durch den Schnittpunkt a der Geraden 

G mit der Geraden abc hindurchgehen^ so gestaltet sich die Construction der 

Punkte kl Ar, k^ folgendermaassen: 

Man construire für die beiden Dreiecke abc und ti ^ ^3 die drei Schnitt- 
punkte correspondirender Seiten: 

{bc, «2 '3) = ö, {ca, ti ti) = b, {ab, tji) = c, 

Jonrnal fOr Mathematik Bd. LXVm. Heft. 3. 30 
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welche in einer Geraden liegen, die O im Punkte o trifft; dann bilden die 
Schnittpunkte : 

(aa, bc) {ab, cd) {ac, ab) 
ein nenes Dreieck, dessen Seiten den correspondirenden Seiten des Drriecks 
übe in den drei Punkten ki Aj ^3 begegnen*). 

Eine andere Constrnction der drei Punkte ki Atj k^ , welche in der ge- 
meinschaftlichen Tangente der beiden sich berührenden Kegelschnitte T^'^ und 
0^^^ liegen, ergiebl sich, wenn man erwägt, dass die drei Geraden TjT,, bgC^ 
und bc sich in demselben Punkte s^ der Geraden G treffen, folglich die beiden 
Dreiecke tib^c und r^Cib perspectivisch liegen; die Schnittpunkte entsprechen- 
der Seiten: 

(tj 61 , Tj C|) (t2 c, r^b) = X {bi c, bci) = a 
müssen daher in einer Geraden liegen oder der neue Punkt (7261,7301) liegt 
auf der Geraden ax, die eben durch ki geht; wir werden also, um ki und 
ebenso Atj k^ zu finden, folgende neue Constrnction in Anwendung bringen 

können : 

„Man bestimme die Punkte t^ r, 73, in welchen die Gerade G von den 
Berührungssehnen t2h^ /3/1 , t^t^ gelroffen wird, sodann die drei Schnittpunkte: 

(61 72, C173) = ai^ (Ci73, ai 7i) = Bi, (ai7i, 6,73) = Ci, 
dann sind: 

(ai a, bc) = *i , (6, b, ca) = k^ , (Ci c, ab) = i^ ." 

Wir überlassen dem Leser die weiteren Beziehungen anfsnsnchen, 
welche die Lage des neuen Dreiecks aiBiCi in Verbindung mit den früheren 
Dreiecken darbietet. 

Breslau, im October 1867. 



*) Diese Construction kommt mit derjenigen überein, welche J. Grif/Uhs in den 
Nouvelles Annales de Matb^matiques p. M. Gerono, Bd. XXIV^ pag. 429 angegeben hat 
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Ein Steinerscher Satz über Krümmungskreise bei 
Kegelschnitten und ein allgemeinerer Steinerscher 
Satz über osculirende Kegelschnitte bei Carven 

dritten Grades. 

(Von Herrn F. August.) 



Xm 33*'^" Bande p. 300 dieses Journals hat Steiner einige Sätze über 
Curven zweiten und dritten Grades ohne Beweis veröffentlicht, die sich folgender- 
massen entwickeln lassen. 



I. 

Durch jeden Punkt D einer Ellipse (eines Kegelschnitts) gehen drei Krün^ 
mungskreisCy die nicht in D osculiren, die drei Osculationspunkte derselben A, 
By C und der Punkt D liegen in einem Kreise. . 

* Vorbemerkung. Zwei Punktreihen A und B auf einem Kegelschnitt 
k^ sollen projectivisch heissen, wenn die Büschel {U)A und {V)B^ deren 
Mittelpunkte U und V beliebig auf k^ liegen, projectivisch sind. Daraus folgt 
umgekehrt: Wenn A und B projectivische Punktreiben auf k^ sind, und U 
upd V zwei beliebige Punkte auf k^ bezeichnen, so sind die Bfischel iU)A 
und iV)B projectivisch. Lässt man V auf (/fallen, so erhält man zwei con- 
eentrische projectivische Baschel {U)A und {U)B. Wenn insbesondere die 
Strahlenpaare UA und ÜB ein Involutionssysteui bilden, so sollen auch die 
Funktpaare A, B involutorische heissen. 

Mit dieser Bezeichnung lässt sich ein bekannter Satz in folgender Weise 
aussprechen: Die Strahlen eines beliebigen Strahlenbfischels schneiden einen 
Kegelschnitt in einem Systeme involutorischer Punktpaare. (Aehnliche Be- 
trachtungen mit etwas anderm Ausgangspunkte sind der Abhandlung von Göpel 
,,über Projectivität der Kegelschnitte als krummer Gebilde^^, Bd. 36 dieses 
Journals pag. 317 zu Grunde gelegt.) 

30» 
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Gegeben ein Ke- 
gelechnitt k', (in der 
Zeichnung ist der Be- 
quemlichkeit wegen ein 
Kreis gewfthlt), auf dem- 
selben zwei Punkte B and 
E, auaserdem beliebig 
in derEbenezweiPunkle 
Fund G. Dnrch die vier 
Punkte D, E, F, G ist 
ein KegelschniltbOscbel 
iö(A') = {i>,£,F,G) be- 
stimmt, und ein belie- 
iHges Glied desselben ^ 
schneidet den gegebenen 
k^ ausser in D und E 
noch in zwei Punkten /f, 
und Hl (in der Figur nicht 
bezeichnet). Man denke Ht H3 gezogen ; diese Gerade schneidet FG in J. Man 
ziehe ferner die Geraden DF und EG, die den gegebenen k' noch schneiden 
in Dl und £,. Fassen wir nun den Kegelschnitt /t^ nebst der Geraden FG als 
Cnrve dritten Grades c^ auf, so hat diese mit V die drei Paar Schnittpunkte 
DF, EG und ff,H3. Die Verbindungslinie jedes Paars ist gezogen. Jede 
schneidet die Curve c* zum dritten Mal, bezüglich in i>,, E,, J; also mQssett 
nach einem bekannten Satze Di £1 J in eine Gerade fallen. Da Di und Ei 
sich nicht Andern, wenn A* sich Snderl, so ist auch J unverSoderlicb. Wir 
erkennen daraus: 

Jeder KegebcknÜl des Bütehels @ {V) schmeidet den gegebenen k' in 
emetn Pvnktpaare H^Hi^ durch welches ein Strahl des ebenen Strahibilsehel» 
tmt dem Mittelpunkt J geht. (Die Pvnktpaare bilden also eine fnvohtion 
auf dem Kegelschnitte k'.J Und insbesondere: 

In dem Büschel S(A*} sind «wei Glieder, für welche H^ und H-i zu^ 
sonunenfallen, welche also den Kegelschnitt k" berühren und zwar in den Punkten 
K, m welchen die beiden Tangenten von J den gegebenen Kegelschnitt be- 
rühren, oder anders ausgedruckt, in Kelchen die Polare ron J in Bezug emf 
den Kegelschnitt h^ diesen durchschneidet. 
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Wenn nun von den vier Fundamentalpunkten des Büschels S3{h^)=(DEFG) 
einer, nämlich E sich auf &^ bewegt, während die drei andern fest bleiben, 
so verändert sich J^ also auch die Polare von J und die Punkte K, Fällt 
insbesondere ein Punkt K mit E zusammen, so beröhrt in diesem Punkte ein 
Kegelschnitt dreipunktig, der ausserdem durch Dy F und G geht. Wir unter- 
suchen die Lage dieser Punkte. 

Durchläuft E auf ft^ eine Punktreihe, so durchläuft Ei eine projectivische 
Punktreihe, denn die Punkte E und E^ bilden eine Involution, also sind die 
ebenen Strahlböschel {D)E und {Di)E^ projectivisch; der letztere Büschel ist 
aber perspectivisch mit der Punktreihe J, und während J sich auf FG be- 
wegt, durchläuft die Polare von J einen Strahlbüschel {P)K (wo P der Pol 
von FG in Bezug auf ä^ ist), der projectivisch mit der Punktreihe Jist; daraus 
folgt, dass die Büschel {D)E und {P)K projectivisch sind. Der Ort des 
Durchschnitts X der Strahlen DE und PK ist somit ein Kegelschnitt x^ (der 
in der Figur nicht gezeichnet ist). Dieser schneidet den gegebenen k^ ausser 
in D noch dreimal, in den Punkten A, B und C; diese Punkte sind es, in 
denen E und K zusammenfallen, d. h. in den Punkten A, B^ C osculirt je ein 
Kegelschnitt, der ausserdem durch Z), F und G geht. 

Die Lage der Punkte A, B , C lässt sich noch näher angeben. Der 
Kegelschnitt H^ hat mit der Geradeh FG zwei Punkte gemein, M und iV. Rückt 
nun E nach M, so rückt E^ nach iV, also auch J nach iV, und die Polare von 
J wird die Tangente PN; also ist der Durchschnitt der Geraden DM und PN 
ein Punkt X^ des Kegelschnitts x^ . Ebenso ist der Durchschnitt der Geraden 
DN und PM ein Punkt X2 des Kegelschnitts x^. 

Nennt man nun Q den Durchschnitt der Geraden X1X2 mit DP, so er- 
kennt man, dass die Polare von Q in Bezug auf o?^ die Gerade FG ist; (denn 
das Viereck DPX1X2 ist dem x"^ eingeschrieben, FG ist eine Diagonale, Q 
der Durchschnitt der beiden andern) und wenn den Durchschnitt von DP 
and FG bezeichnet, sind die vier Punkte D P Q harmonisch. 

Rückt ferner E so, dass E^ nach D kommt, so rückt J nach F, und 
die Polare von / in Bezug auf ä' wird identisch mit der Polare von F PF'; 
also ist der Durchschnitt von PF' und GD ein Punkt X, von x^. 

Die Polare des Punktes F' in Bezug auf x' geht nun durch Q^ weil 
F' auf FG liegt, und zwar muss es eine solche Gerade durch Q sein, welche die 
Sehne X^P in dem zu F' harmonisch conjugirten Punkte schneidet. Dies ist 
aber die Gerade GQ; denn die vier Strahlen des Büschels G nämlich {G)Xi^ 
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F\ Py Q sind harmonisch, weil sie perspectivisch liegen mit den harmonischen 
Punkten D P Q. 

Die Polare von F' in Bezug auf x^ ist also GQ. Wenn man endlich 
E und D' rücken lässt, erkennt man, dass die Polare von G' (wenn GMG'N 
ebenfalls harmonisch sind) in Bezug auf x^ die Gerade QF ist. Nun geht 
durch die vier Punkte A B C D em Büschel 33 (f) = {A,B,C,D\ zu dem auch 
die Kegelschnitte k^ und x^ gehören. Nach dem Vorangegangenen können wir 
für die Gerade FG den Ort aller Pole Y in Bezug auf die Glieder dieses 
Büschels bestimmen, der bekanntlich ein Kegelschnitt y^ ist. Zunächst liegen 
in y^ die Punkte P und Q. Aber der Kegelschnitt y'^ ist zugleich der Ort 
des Durchschnitts der Polaren aller Punkte von FG in Bezug auf irgend zwei 
Kegelschnitte des Büschels $(/^). Dadurch finden wir noch zwei Punkte. Die 
Polare von F' in Bezug auf k^ ist FP; in Bezug auf x^ ist sie GQ, und somit 
liegt der Durchschnitt R von FP und GQ auf y'^. Die Polare von G' in 3ezug 
auf k^ ist GP, in Bezug auf x^ ist sie FQ; also liegt auch der Durchschnitt iS 
von GP und FQ auf ^'. Diesem Kegelschnitt y"^ ist also eingeschrieben das 
Viereck PQRS. Daraus erkennt man, dass die Polare von F in Bezug auf 
9^ durch G geht und umgekehrt. Also bilden die Punkte F, G ein Punktpaar 
der Involution, welche der Kegelschnitt y^ auf FG hervorruft. Diese Involution 
ist identisch mit derjenigen der Punktpaare, durch welche die einzelnen Glieder 
des Büschels ^{P) gehen, also gehl ein Kegelschnitt des Büschels Sb{p)={A,B,C,D) 
durch F und G. Wir haben somit folgendes Resultat: 

Gegeben ist ein Kegelschnitt Ar%* auf demselben ein Punkt D und be- 
liebig in der Ebene zwei Punkte F, G. Es giebl im Allgemeinen drei Kegel^ 
schnitte durch F und G, die k^ in D schneiden und ausserdem dreipunkHg 
oscuUren in den Punkten A, B, C, und die sechs Punkte A B C D F G liegen 
wieder in einem Kegelschnitt y^. 

Nimmt man nun als Punkte F und G die Durchschnittsp$mkte eines 6e* 
liebigen Kreises mit der unendlich entfernten Geraden, und bedachtet, dass alle 
durch diese Punkte gelegten Kegelschnitte Kreise sind, dass also die in A, B 
oder C osculirenden Kegelschnitte Krümmungskreise werden, so erhält man als 
speciellen Fall den anfangs ausgesprocheneti Steinerschen S^Uii. 

IL 

Dieser Satz ist, wie Steiner a. a. 0. angiebt, und wie schon aus dem obigea 
Beweise hervorgeht, gewissermassen als specieller Fall eines andern anzusehn. 
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In der That stützte sich unser Beweis auf eine Eigenschaft der Curven 
dritten Grades, und es liegt die Frage nahe, wie sich der Satz gestaltet, wenn 
man es nicht mit einer aufgelösten Curve, sondern mit einer irreductibeln Curve 
dritten Grades zu thun hat. 

Wenn also auf einer beliebigen Curve dritten Grades c^ drei Punkte D, 
Py G gegeben sind, wieviel Kegelschnitte giebt es, die durch diese drei Punkte 
gehen und c^ ausserdem in einem andern Punkte osculiren? 

Diese Frage lässt sich mit Hülfe der bekannten Correlation beantworten, 
welche Steiner unter dem Namen projectivischer Drehung häufig anwendete. 
Sind nämlich in einer Ebene zwei Strahlenbüschel P und Q gegeben, so ist 
jeder beliebige Punkt X der Ebene definirt durch die beiden Strahlen {P)X 
und {Q)X, welche hindurch gehen. Es finden hierbei nur folgende Singulari- 
täten statt. 

1) Der Durchschnitt der Strahlen {P)Q und (Q)P ist unbestimmt, 
nämlich jeder Punkt der Geraden PQ ist als solcher anzusehen. 

2) Der Punkt Q ist der Durchschnitt des Strahls {P) Q und jedes be- 
liebigen Strahls aus dem Büschel Q. 

3) Der Punkt P ist der Durchschnitt des Strahls {Q)P und jedes be- 
liebigen Strahls aus dem Büschel P. 

Betrachtet man nun ein System von Punkten X und die Strahlen {P)X 
und {Q)X^ und denkt sich jeden Strahl des Büschels {P)X um einen con- 
stanten Winkel a in demselben Sinne gedreht und jeden Strahl {Q)X um einen 
constanten Winkel ß, so schneiden sich im Allgemeinen PX und QX in einem 
neuen Punkte X'. Es giebt aber ein Paar Strahlen {P)R und (P)Ä, die 
nach der Drehung zusammenfallen, und dem Punkte R entspricht nach der 
Drehung jeder beliebige Punkt von PQ, Die Strahlen P((>) und Q{P) schneiden 
sich nach der Drehung in einem Punkte S'; also jedem Punkte der Geraden 
PQ entspricht nach der Drehung derselbe Punkt S'^ und die Punkte S' und 
/{liegen symmetrisch zu PQ. 

Durchläuft der Punkt X eine Curve c, so durchläuft X' eine Curve c', 
und es gelten hierbei folgende Gesetze: 

Durchschneidet die Curve c ein oder mehrere Mal PQ, so geht die 
Curve c' ebenso oft durch S\ ferner 

Soviel Schnittpunkte c mit PR hat, einen so vielfachen Punkt hat e' 
in Qy und endlich 

Soviel Schnittpunkte c mit QR hat, einen so vielfachen Punkt hat c' in P. 
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Geht die Curve c ein oder mehrere Male durch R, so ist die Gerade 
PQ, ebenso oft gedacht, ein singulärer Bestandtheil der Curve c'^ und der 
übrige Beslandlheil der Curve c schneidet ebenso oft die Gerade PQ. 

Geht die Curve c ein oder mehrere Mal durch P, so ist die Gerade 
QS'f ebenso oft gedacht, singulärer Bestandtheil von c\ und der fibrige Be- 
standtheil von c schneidet QS' ebenso oft. 

Geht die Curve c ein oder mehrere Male durch Q, so ist PS' ebenso 
oft gedacht singulärer Bestandtheil von c', und der übrige Bestandtheil von c' 
schneidet PS' ebenso oft. 

(Die singulären Bestandtheile von c' enthalten nur diejenigen Punkte X', 
deren entsprechende auf einer der Seiten des Dreiecks PQR liegen, und man 
kann dieselben ausser Acht lassen. Dadurch erklärt sich das scheinbar Paradoxe 
in dem Folgenden.) 

Jeder Geraden der X Ebene entspricht ein Kegelschnitt der x' Ebene, 
der durch PQS geht. 

Jeder Geraden der X' Ebene entspricht ein Kegelschnitt der x Ebene 

durch PQR. 

Jeder Curve »'"" Grades (c)" der X Ebene entspricht eine Curve 2«**" 
Grades (e f " der X' Ebene, die im Allgemeinen P^ Q, S zu »fachen Punkten 
hat. Hieraus lassen sich nun verschiedene singulare Fälle ableiten, entsprechend 
der obigen Betrachtung, die sich unter sich mannigfach corobiniren lassen. 
Für unsere Zwecke genügt folgende Combination: 

Sind P, Q, R einfache Punkte der Curve (c)% so ist die Curve c' auf- 
gelöst in die drei Seiten des Dreiecks PQS' und eine Curve (2fi-3)*"" Grades, 
die für sich in P, Q, S' (» ~ 2) fache Punkte hat. 

Denken wir also die Curve c^ und durch die drei Punkte derselben D, F, G 
einen Kegelschnitt Ä^ der in A osculirt. Wir betrachten F und G als Mittel- 
punkte zweier Strahlbüschel und beziehen auf diese beiden Büschel die Curven 
c^ und A^ Drehen wir nun die Büschel so, dass die Strahlen FD und GD sich 
decken, so geht nach dem vorigen c^ über in das Dreieck FGE, dessen dritter 
Punkt E symmetrisch zu D liegt in Bezug auf FG, und in eine neue Curve 
{c')\ auf die es allein ankommt, da auf ihr alle nicht singulären Punkte liegen. 
Andrerseits geht k^ über in dasselbe Dreieck FGE und eine Gerade g. Der 
Punkt A geht über in einen Punkt Ä, und es muss die Gerade g' in dem 
Punkte Ä die Curve {c'f osculiren, d. h. A' ist Wendepunkt von (c')\iind 
g' die dazugehörige Wendetangente. Man kann auch umgekehrt nachweisen, 
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dass jeder Wendetangente der Curve {c'f ein Kegelschnitt durch F, G, D 
entspricht, der c^ ausserdem in einem Punkte A osculirt. 

Wenn nun die Curve c\ wie dies im Allgemeinen auch nicht der Fall 
ist, keinen Doppelpunkt hat, so hat auch {c'f keinen solchen. Alsdann hat, 
wie bekannt, die Curve c neun Wendepunkte A'^ drei reelle SR' und sechs 
imaginäre ßJ', von denen 12 mal je 3 in einer Geraden /' liegen. Bei der 
Rückdrehung gehen die neun Wendepunkte in die verlangten Osculations- 
punkte A (3/? und 6J) über und jede Gerade t in einen Kegelschnitt P durch 
D, Fy G und drei der Punkte A. Wir haben also den folgenden Satz: 

Gegeben eine Curve c^ und auf derselben drei Punkte F, G, D. Es giebl 
im Allgemeinen neun Kegelschnitte k^, drei reelle und sechs imaginäre ^ die 
durch die Punkte F, G, D gehen und ausserdem c^ in einem Punkte A dreipunktig 
berühren. Von den neun Punkten A Hegen 12 mal je 3 mit F, G, D in einem 
Kegelschnitte V ; zum Beispiel die drei Osculationspunkte der drei reellen Kegel-- 
gehnitte und die Punkte F^ G, D liegen in einem dieser Kegelschnitte, 

Anmerkung. Dieses ist der allgemeinere Steinersc\ie Satz. Man 
erkennt aber, dass es nicht ohne Weiteres gelingt, die Specialisirnng so durch* 
zirführen, dass der vorige Satz daraus hervorgeht; denn die aufgelöste Curve 
& des vorigen Satzes hat zwei Doppelpunkte, und auf dem einen Bestandtheil 
derselben ist die Krümmung Null. Es bedarf also einer Untersuchung darüber, 
welche Punkte bei dieser aufgelösten Curve als Wendepunkte zu rechnen 
seien. Darum glaube ich, dass jene besondere Herleitung des ersten Satzes 
nicht überflüssig ist. Dies scheint auch Steiner angedeutet zu haben, indem 
er sägt, der erste Satz sei gewissermassen ein specieller Fall des zweiten. 
Einen eleganten Beweis des ersten Steinerschen Satzes, aus dem jedoch der 
Zusammenhang mit dem zweiten Satze nicht ersichtlich ist, hat JoachimsthcU 
im SG'***" Bande dieses Journals pag. 95 gegeben, und zugleich nachgewiesen, 
dass der Schwerpunkt von A, B, C der Mittelpunkt der Ellipse ist. 

Berlin, im August 1867. 
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Geometrische Betrachtung der Normalen, welche sich 
von einem beliebigen Punkte auf eine algebraische 

Fl&che fftllen lassen. 

(Von Herrn F. Augttst.) 



Xm 49'^"^" Bande dieses Journals giebt Steiner drei Methoden an, um 
die Anzahl der Normalen zu bestimmen, die sich im Aligemeinen von einem 
beliebigen Punkte aus auf eine Gurve n^*"' Grades fällen lassen. Im Anschluss 
an die dritte Methode behandelt er dann das analoge Problem fQr die Nor- 
malen von einem beliebigen Punkte auf eine Oberfläche und erwähnt, dass 
dies auch nach der ersten Methode möglich sei, ohne indess Näheres hierüber 
anzugeben. 

Diese erste Methode, die im Ganzen weniger Sätze der höheren Geo- 
metrie voraussetzt, ist hier auf die analoge Untersuchung bei der Fläche an- 
gewandt. 

Die erste Stdnersche Methode 'ist kurz folgende: Gegeben in einer 
Ebene eine Curve C" und ein beliebiger Punkt n. Denkt man sich die C* 
fest mit n verbunden und unendlich wenig um n gedreht, und nennt man die 
Curve in der neuen Lage Cf, so können sich Ci und C" nur in solchen Punkten 
S schneiden, für die 7i| Normale von C ist, und umgekehrt. 

£9 sind also die Schnittpunkte | der Cureen C" und Ci die Fusspunkte ntfler 

Normalen ton n auf C". Ihre Anzahl ist «*^ und wenn ^^^J* ^ —1 = — ^^^ 

«-t O-^ _i <\ 

derselben bekannt sind, so sind die übrigen ^ ' nocft den bekannten 

Sätzen über den Durchschnitt algebraischer Curven zu finden. 

Der Beweis kann sehr leicht durch die Betrachtung des Durchschnitts 
der Tangenten in zwei entsprechenden Punkten der Curven C" und Cf gefQhrt 
werden. Diesen Satz benutzen wir bei der Betrachtung der Flächen folgender- 
massen. 

I. 

Gegeben eine Fläche n'^" Grades f und ein willkürlicher Punkt n. 
Wieviel Normalen lassen sich von n auf /" fällen? Wir denken durch n eine 
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beliebige Gerade Ai mit f fest verbunden, die f" in den n Punkten 971 schneidet. 
Wir denken ferner f um A^ als Axe unendlich wenig gedreht in die Lage 
/IT? so schneiden sich /" und /i" in einer Raumcurve Äf = (/"*/;"), auf welcher 
auch die n Punkte rji liegen. Legt man durch eitlen Punkt ßi dieser Raum- 
curve eine Ebene ei normal gegen die Axe ^,, die dieselbe in cx| schneidet, 
so muss a,/i, Normale in /?, sein auf dem ebenen Schnitt J5f = (/'"e,) nach 
der obigen Betrachtung. Zieht man also in ßi die Tangente Bi an den ebenen 
Schnitt E'l (die zugleich Tangente von /" ist), so steht diese Tangente 5, senk- 
recht auf der Ebene (Aiß^); also bildet B^ einen rechten Winkel mit tt/:^, . 

Denkt man sich nun eine zweite Gerade A^ durch n; dreht dann um diese 
als Axe /^ unendlich wenig in die Lage /^, so erhält man als Durchschnitt 
von f und f? eine Raumcurve /i5'= (/"/?)? «uf welcher auch die n Schnitt- 
punkte ti^zzr.^fA'i) liegen. Irgend ein Punkt derselben sei ß^^ so ist das 
Loth J?2^ iw ßi auf der Ebene (Aißj) errichtet, eine Tangente an /"in /?,, die 
senkrecht steht auf nß. 

Betrachten wir insbesondre einen Durchschnittspunkt | = (ÄfÄf ). 
Denken wir die Ebenen (^-^0 und (SA^) und errichten in § Lothe auf beiden : 
r, und T2, so sind diese Geraden nach dem Vorigen Tangenten an /" in ^, 
die beide senkrecht stehen auf n§. Wenn nun nicht | in der Ebene (^1^2) 
liegt, so können Ti und T^ nicht in eine Gerade zusammenfallen, und die 
Ebene {T^T^) ist Tangentialebene in | an f^; n'^ steht senkrecht darauf, d. h. 
n^ ist Normale von /" in ^. 

Liegt dagegen ein Punkt | in {AiA^)^ so fallen T| und Tj zusammen, 
bestimmen also keine Ebene, und es kann n'§ im Aligemeinen auch keine 
{formale sein, weil die Elbene (^1^2) eine willkürliche Ebene durch n ist, 
also im Allgemeinen keine Normalen durch n enthalt. 

Es fragt sich nun, wieviel Punkte ^\^ unter allen Punktea | enthalten 
Bind, die zugleich in (^1^2) liegen. Ein Loth auf (^i^) in 4 errichtet, muss 
•ffenbar Tangente an f" in £, sein, wie umgekehrt jeder Punkt des ebenen 
IBofanitis^ [(^(^2)/'}) durch den eine Tangente auf f geht, die zugleich normal 
«ttf (^^^3) steht, ein Punkt 1,, ist« Die Normalen auf der Ebene {AiA%) sind die 
Geraden, die einen unendlich entfernten Punkt p^ gemein haben. Der Tangenten- 
kegel (CyKnder) von / hat als Ort der Berühningspunkte eine Raumcurve 
w&m Grade 11(11— 1), nfimlich den Durchscbnitt von f^ und der ersten Polare 
"fwi Y in Bezug auf /*^ Diese Curve schneidet die Ebene (A^) in «(»— 1) 
«Pimfctan, und dies siiid uadb dem Obigen die geeuditen Punkte f«. Die An- 
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zahl X aller Normalen von n auf f*, deren Fusspunkte wir ^i nennen, ist die 
Differenz der Anzahl der Punkte S und der der Punkte lo- 
Es giebt n^ Punkte §, »(«—1) Punkte ^o^ a'so 

0? = »^ — »(» — 1) = »(n^ — « + 1). 
Das Resultat, das wir bisher erhalten haben, ist demnach: 
Von einem beliebigen Punkte n lassen sich auf eine Fläche f im AUr- 
gemeinen «(«^ — «+1) NomuUe 7i§i fällen, 

II. 

Die gegenseitige Lage der Fusspunkte ^i lässt sich noch naher Feslstellen. 

Durch die sämmtlichen Punkte § geht eine Schaar-Schaar von Flächen 
w**^" Grades. Diese schneiden die Ebene {A1A2) in einer Schaar-Schaar von 
Curven C% die durch ä) gehn. Diese Schaar-Schaar ist durch drei Elemente be- 
slimmt, z. B. durch die drei ebenen Schnitte von (^1^2) mit den drei Flachen 
A A% /2% ^^® ^^'^ bezeichnen durch C% Cj% C^. Von dieser Schaar-Schaar 
geht eine einfache Schaar, ein Büschel, durch n; um diesen Büschel zu kennen, 
genügt es zwei beliebige Curven C zu kennen, welche durch n gehen. Wir 
wählen dazu 1) die Curve C^ aus der Schaar {C\CC), d. h. C; = (C%C!)7^, 
Da aber ausser n die n Punkte rj^ der Axe Ai in dieser Curve liegen, so bat At 
(is+1) Punkte mit C^ gemein, daher muss C^ aufgelöst sein in die Gerade Ai und 
eine Curve (u-l)*^" Grades durch die Punkte ^o- Wir wählen 2) C;=^{C''G^)n; 
C4 ist aufgelöst in die Gerade A^ und in eine Curve («—1)*^'' Grades. Diese 
beiden Curven («—1)**" Grades sind unter sich identisch, wie aus der Anzahl 
ihrer gemeinschaftlichen Punkte ^0 hervorgeht. (Sie bilden nämlich beide des 
Durchschnitt der Ebene A^A^ mit der oben betrachteten ersten Polare des Punktes 
Y in Bezug auf f). Daraus folgt: Der Flächenbäsdiel i»*^" Grades durch die 
Punkte I und n hat zur Fundamentalcurve jene ebene Curve (»— 1)^^ Grades 
und ausserdem eine Raumcurve vom Grade n^— «+1, sie heisse JV**~**+*. Auf 
der ersten liegen die Punkte l^^ ; auf N liegen die Fusspunkte lx der Normaleii 
von n auf f\ Und da alle Sehnen einer Raumcurve iV^^ die durch einen Punkt 
derselben gezogen sind, einen Kegel vom Grade (^ — 1) erzeugen, so kamt 
man auch sagen: die Normalen von einem beliebigen Punkte n anf f^ liegen 
auf einem Kegel vom Grade n^— it. Wir haben also folgenden Satz: 

Durch eine» beliebigen Punkt n lassen sich auf eine Fläche n^^" Grades 
f^ im Allgemeinen n{M^—n+l) Normalen nS^ fällen. Die Fusspunkte derselben 
4i liegen mit dem Punkte n in einer Raumcurve eom Grade (»^--»+i)> nämkd^ 
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beliebige Gerade Ai mit /" fest verbanden, die f" in den n Punkten 971 schneidet. 
Wir denken ferner f um Ai als Axe unendlich wenig gedreht in die Lage 
f^^ so schneiden sich f* und /i" in einer Raumcurve Äf = (/"*/;"), auf welcher 
auch die n Punkte r/^ liegen. Legt man durch eitlen Punkt ßi dieser Raum- 
curve eine Ebene ei normal gegen die Axe Ai^ die dieselbe in a^ schneidet^ 
so muss a,/i, Normale in /?, sein auf dem ebenen Schnitt J5f = (/'*e,) nach 
der obigen Betrachtung. Zieht man also in ßi die Tangente Bi an den ebenen 
Schnitt E" (die zugleich Tangente von f ist), so steht diese Tangente 5, senk- 
recht auf der Ebene (^,/?,); also bildet J?, einen rechten Winkel mit tt/^, . 

Denkt man sich nun eine zweite Gerade A2 durch n ; dreht dann um diese 
als Axe /^ unendlich wenig in die Lage /^, so erhält man als Durchschnitt 
von f und f? eine Raumcurve R^' = (/"*/?)? »uf welcher auch die n Schnitt-- 
punkte Tj^ ==: { f'' A'i) liegen. Irgend ein Punkt derselben sei /$,, so ist das 
Loth J?2^ iw ßi auf der Ebene (Aifi,) errichtet, eine Tangente an /"in ßr^^ die 
senkrecht steht auf nß. 

Betrachten wir insbesondre einen Durchschnittspunkt | = {Rl'R'l'). 
Denken wir die Ebenen (^^1) und (SA^) und errichten in § Lothe auf beiden : 
r, und T,, so sind diese Geraden nach dem Vorigen Tangenten an /" in ^, 
die beide senkrecht stehen auf 77^. Wenn nun nicht § in der Ebene {A1A2) 
liegt, so können Ti und 7o nicht in eine Gerade zusammenfallen, und die 
Ebene {T1T2) ist Tangentialebene in | an f^; n'^ steht senkrecht darauf, d. h. 
7f| ist Normale von /*" in ^. 

Liegt dagegen ein Punkt 'i in {A^A^)^ so fallen T| und T, zusammen, 
bestimmen also keine Ebene, und es kann n'§ im Allgemeinen auch keine 
Normale sein, weil die Elbene {A^A^) eine willkürliche Ebene durch n ist, 
also im Allgemeinen keine Normalen durch n enthält. 

Es fragt sich nun, wieviel Punkte ^0 unter allen Punktea | enthalten 
Bind, die zugleich in {A^A^) liegen. Ein Loth auf (^i^) in.^}, errichtet, muss 
«ffenbar Tangente an f in lo sein^ wie umgekehrt jeder Punkt des ebenen 
Ächnitts^ [(^,^2)/"], durch den eine Tangente auf f geht, die zugleich normal 
^mXiAtA^) steht, ein Punkt 1,, ist. Die Normalen auf der Ebene {AiA%) sind die 
Ceraden, die einen unendlich entfernten Punkt y gemein haben. Der Tangenten- 
kegel (CyKnder) von / hat als Ort der Berähmngspuokte eine Raumcurve 
w&m Grade #(11— 1), nämlich den Durchschnitt von f^ und der ersten Polare 
f^m y in Bezug auf /*^ Diese Curve schneidet ^ie Ebene (^t^) in «(»— 1) 
^tefctan, und dies sind uaoh dem Obigen die geeuditen Punkte f«. Die An- 
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Beweis des Fundamentalsatzes der Invarianten- 

theorie. 

(Von Herrn E. B. Christoffel in Zürich.) 



Xn der fundamentalen Begründung der Invariantentheorie, durch welche 
Herr Aronhold dieses ganze Gebiet auf ein einziges^ von jeder WiilkurlicbkeU 
befreites und der grössten Ausdehnung fähiges Princip zurückgeführt hat, wirft 
sich das Hauptgewicht auf die Frage, wie gross für eine gegebene homogene 
Function in einem System eon Grundformen die Anzahl derselben vorausge-- 
setzt werden darf, wenn dasselbe nur voneinander unabhängige enthalten soU, 
weil nur bei gesicherter Kenntniss dieser Fundamentalzahlen beurtheilt werden 
kann, ob gegebene Functionen F und F' durch lineare Substitutionen ineinander 
transformirt werden können , und durch wieviel Substitutionen dies erreicht 
werden kann. 

Die Anzahl der voneinander unabhängigen Invarianten einer homogenen 
Function, mit welcher alle übrigen Fundamentalzahlen gegeben sind, ist bis 
jetzt auf zwei verschiedenen Wegen bestimmt worden, zuerst durch Abzahlung 
der Transformationsbedingungen und der zu eliminirenden Subsiitutionscoef- 
ficienten, dann mittelst der partiellen Differentialgleichungen der Invarianten- 
theorie. Bemerkenswerthe und den allgemeinen Fall bildende Abweichungen 
von den bei diesen Beweisen vorausgesetzten Verhältnissen, welche sich mir 
bei andern Untersuchungen darboten, haben mir gezeigt, dass beide Beweise 
unzureichend sind und übereinstimmend das voraussetzen, was sich bei genauerer 
Betrachtung als die Hauptfrage für den zu leistenden Beweis herausstellt. 

Bezeichnet {n, p) die Anzahl der Coefficienten einer homogenen Function 
F vom p'""" Grade und n Variabein, so ist («, p) auch die Anzahl der Bedin- 
gungen für die Transformation dieser Function in eine andere mittelst einer 
gegebenen linearen Substitution. Durch Elimination der n.n Substitutions- 
coefQcienten ergeben sich die Transformationsrelationen, also die absoluten 
Invarianten von F, 

Nimmt man nun an, unter den ursprünglichen Transformationsbedinguiigen 
lasse sich eine Gruppe von n.n Gleichungen auswählen, welche in Bezug auf 
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die SiibsUMionscoefßcienten voneinander unabhängig smd^ so wird die Anzahl 
der Transformationsrelationen, also der absoluten Invarianten 

CO = (w^p) — «^ 
Wenn aber eine solche Gruppe von n,n Gleichungen nicht existiren sollte, so 
wflrde mit Rflcksicht auf den Umstand, dass die ursprünglichen Transformations- 
bedingungen bei der von ihnen geforderten Wahl von F* nie auf einen Wider- 
spruch führen können, folgen, dass bei der Transformation von F in eine mit 
möglichst viel willkürlichen Coefficienten versehene Function F* 

1) nicht alle Substitutionscoefficienten bestimmte Werthe erlangen, son- 
dern eine Anzahl fi derselben willkürlich bleibt, und in Folge dessen 

2) die Anzahl der Transformationsrelationen um jn Einheiten grösser 
ist als die durch Abzahlen gefundene normalmässige Anzahl co = (f»^ /i) — is^ 
derselben. 

Es würden demnach auch die merkwürdigen Folgerungen wegfallen, 
oder einer durchgreifenden Modification bedürfen, welche sich in der Lehre 
von den zugehörigen Formen und den Covarianten an die Voraussetzung 
knüpfen, dass durch das Resultat der Transformation die anzuwendende Sub- 
stitution völlig bestimmt sei. 

Im 65''^" Bande dieses Journals pag. 267 ist die Frage nach der An- 
zahl voneinander unabhängiger Invarianten von der Untersuchung des Systems 
partieller Differentialgleichungen 

D^n = 

abhängig gemacht worden, denen alle absoluten Invarianten und nur solche 
genügen, und gezeigt worden, dass jede Gleichung, welche sich aus diesen 
n.n Gleichungen durch Differentiiren und Elimination der höhern Derivirten 
argiebt,. aus Gleichungen des Systems auch linear zusammengesetzt werden 
kann. Dieser Nachweis reicht jedoch zu der daraus gezogenen Folgerung nicht 
aaa, indem die übrigen Sätze, auf welche diese sich stützt, eine Bedingung 
enthalten, welche in jedem besondern Falle als erfüllt nachgewiesen werden muss. 
Wenn ein System linearer und in den Derivirten homogener Differential- 
gleichungen erster Ordnung, wie das obige, durch Differentiiren und Elimination 
4mit hohem Derivirten nur auf Combinationen der ursprünglichen Gleichungen 
f|hri, so nenne ich dasselbe ein voUstämdiges, und schliesse dabei absichtlich 
4att Fall nicht aus, wo in dem System selbst auch noch Gleichungen ent- 
halten sind, welche aus andern linear folgen; solche Gleichungen nenne Ich 
4lk(ar%ählige. 
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Befreit man ein vollständiges System eon seinen überzähligen Gleicimngeny 
so hört es nicht auf, ein vollständiges zu sein. 

Ein von allen überzähligen Gleichungen befreites vollständiges System 
hat stets soviel, und niemals mehr voneinander unabhängige Lösungen«» als 
die Anzahl der Variabein, vermindert um die Anzahl der Gleichungen beträgt. 

Ist daher in einem vollständigen System : N die Anzahl der Variabelm, 
M die Anzahl der Gleichungen überhaupt und /li die Anzahl der überzähligen^ 
so ist die Anzald seiner voneinander unabhängigen Lösungen ==^N—M+/a. 

Wenn daher in obigem System von Differentialgleichungen die Anzahl 
der überzähligen ft ist, so folgt: 

1) Die Anzahl der voneinander unabhängigen absoluten Invarianten 
von F, d.i. die Anzahl der Transformationsrelationen ist («,j»)— «^+.a==a^4-,£i, 
also um fi Einheiten grösser als die durch Abzählen gefundene normalmässige ; 

2) bei der Transformation von F in F' können daher n^—fi CoefGcienten 
von F' willkürlich angenommen werden, und dann schon sind die übrigen 
bestimmt; 

3) bei dieser Transformation bleiben fi Subsiitutionscoefßcienten will- 
kürlich. 

Aus diesen Erörterungen in Verbindung mit den Vorangehenden er- 
giebt sich zur Genüge nicht blos die Nothwendigkeit einer genauen Bestimmung 
der Zahl //^ sondern auch, dass hier der Schwerpunkt aller Zahlenbestimmungen 
der Invariantentheorie liegt. Auf der andern Seite ist es klar, dass eine be- 
sondere Untersuchung über die Zahl ,u nur in dem Falle überflüssig sein würde, 
wo die Grundformen entweder unmittelbar aus den ursprünglichen Trans^ 
formationsbedingungen, oder durch directe Integration der partiellen Differential- 
gleichungen abgeleitet werden, weil nur in einem dieser Fälle die genaue 
Anzahl der Transformationsrelationen sich von selbst ergiebt. 

Die Zahl /Jt kann durch die Lösung der Aufgabe gefunden werdeOi» 
n « n Coefficienten k so zu bestimmen, dass für jede beliebige Functioa n 

ik 

Null wird, indem /lc dia Anzahl derjenigen l ist, welche hierbei willkürlich 
bleiben. Vermöge der Willkürlichkeit von IT ergeben sich hieraag (n^p) 
Gleichungen, welche man erhält, indem man nacheinander /7 durch die ver- 
schiedenen CoefGcienten von F ersetzt. 

Wäre man im Stande, unter diesen {n,p) Gleichungen irgend- eine 
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Grappe von n.n Gleichungen zu ermitteln, von denen sich beweisen lässt, 
dass ihre Determinante von Null verschieden ist, so würde jedes /. == folgen, 
also auf dem directesten Wege bewiesen sein, dass ^ = ist. 

Bei einer allgemeinen Begründung der Invariantentheorie hindert aber 
nichts, die auf vorstehende Art definirte Zahl /ti vorläufig in der Theorie mit- 
zufahren, bis sich bequeme Hülfsmittel zu ihrer allgemeinen Bestimmung dar- 
bieten, und diese finden sich, wie die folgenden Betrachtungen zeigen, für die 
homogenen Functionen in der Lehre von den zugehörigen Formen, welche 
den Beweis des Satzes, dass für p'^2 stets ,a = ist, ohne Schwierigkeit 
gestattet. 

1. 

Wir setzen also voraus, dass die Bestimmung der Coefficienten l auf 
fi voneinander unabhängige Lösungen 

fahrt, aus denen sich jede andere nach der Formel 

zusammensetzt. Diese besondern Lösungen k% unterwerfen wir mit Rücksicht 
auf unsere spätem Untersuchungen der offenbar zulässigen Bedingung, dass sie 
ausser Coefficienten von F kein anderes willkürliches Element enthalten sollen. 
Bei dieser Voraussetzung schliesst man aus der oben nachgewiesenen 
Anzahl absoluter Invarianten in bekannter Weise, dass die Anzahl voneinander 
unabhängiger Invarianten überhaupt 

ist. Dieser Schluss erleidet nur dann eine Ausnahme, wenn gar keine absolute 
Invariante exislirt , also für p >> 2 nur, wenn n = 2, p = 3 ist. Für diesen 
Fall hat Herr Aronhold durch Integration der Differentialgleichungen gezeigt, 
dass eine einzige Invariante, also keine absolute existirt, weshalb in diesem 
Falle ^a = ist. 

2. 
Sei, mit den zugehörigen Polynomialcoefficienten («la^...) geschrieben. 

Um zugehörige Formen mit den Variabein tii, «I29 • • • zu finden, erhebt man 
die lineare Function (7= l<,a:l + «l2a^l^- • •• in die p** Potenz, und sucht In- 
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Varianten der homogenen Function F+<t/^, wo t einen constanten Parameter 
bedeutet. Ist also U^a^^a^,..) eine Invariante von F^ und von den u unab- 
hängig, so wird bekanntermassen 

im weitern Sinne eine zugehörige Form, vorausgesetzt, dass 77' nicht von den 
Yariabeln u^ oder bei willkürlichen u nicht vom Parameter t unabhängig ist. 

Nun erkennt man durch Differentiiren sofort dass, welche Function der 
Coefficienten von F allein /7 immer bedeuten mag, die aus ihr abgeleitete /7' 
nur dann bei beliebigen Werthen der u von / unabhängig sein kann, wenn 11 
selbst von allen a unabhängig ist. 

Also liefert jede wirkliche Invariante TI ton F auch eine toirkliche 
zugehörige Form 77'. 

Die Anzahl der in Bezug auf die n Variabein u voneinander unabhän- 
gigen zugehörigen Formen kann niemals grösser als n sein. Um die Frage zu 
entscheiden, wann diese Zahl erreicht wird, betrachten wir vorläufig den Fall, 
wo F mindestens n von einander unabhängige Invarianten 77^ (a^^^^..) hat^ 
« = 1, 2, . . . w. Dann sind die Functionen FI'^ = 77,(ö„^^^...+ tef'iij'. ..) nach dem 
Vorangehenden wirkliche zugehörige Formen. Wären diese in Bezug auf die 
Variabein u nicht unabhängig voneinander, so könnte man eine Function f so 
wählen, dass /"(TTi, TTJ, ...77^) von den w unabhängig, also /'(77i, 772,...77J 
würde. Dann aber wäre dieser letzlere Ausdruck nach dem Frühem von allen 
Coefficienten der Function F unabhängig, und 77^, Il2^ ... 77„ wären keine 
von einander unabhängige Invarianten. 

Aus n voneinander unabhängigen Invarianten erhält man also auch n 
zugehörige Formen y welche in Bezug auf die Variabein u voneinander unab- 
hängig sind. 

Dies festgestellt, lässt sich leicht zeigen, dass für p^2 selbst unter 
der Voraussetzung, /ll sei nicht Null, die zugehörigen Formen in der normal- 
massigen Anzahl n vorhanden sein würden, d. h. dass unter den angegebenen 
Bedingungen die Anzahl der Invarianten ri^n ist. 

Wenn nämlich ,a von Null verschieden ist, so tritt der ungünstigste 
Fall für die Erfüllung der Ungleichheit 

(«,p)-i8' + .a+l ^n 
ein für 1^ = 1, was 

(«,p)>(«-l)(«+2) 
giebt. Da ferner die linke Seite, sobald n^\ ist, wegen der Gleichung 
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(i», j3+l) = (n, p) j_lH — q—rj mit p zugleich wächst, so trill unter der Vor- 
aussetzung, dass p>2 sei, der ungunstigste Fall ein für p = 3, was 

"^"+y" ±^^(»-i)(«+2) 

giebt. Durch Beseitigung positiver Factoren kann man dieser Bedingung die Form 

geben, und dies ist für jedes ganzzahlige n der Fall. 

3. 

Durch Division mit einer Invariante kann man stets bewirken, dass 
eine zugehörige Form beim Uebergange zu den transformirten Coefficienten 
und Yariabeln ganz ungeändert bleibt. Solche zugehörige Formen sind durch 
das Gleichungssystem 

bestimmt. 

Man fiberzeugt sich leicht, dass auch diese Gleichungen ein vollständiges 
System bilden. Ist daher fii die Anzahl der überzähligen Gleichungen dieses 
Systems, so ist die Anzahl seiner voneinander unabhängigen Lösungen: 

Verwendet man aber zu einem vollständigen System voneinander un- 
abhängiger Lösungen der vorstehenden Gleichungen möglichst viel, also 
(i», p)— -»^+/t absolute Invarianten, so bilden die zur Vervollständigung des 
Systems erforderlichen Lösungen ein System von zugehörigen Formen, welche 
in Bezug auf die Variabein u voneinander unabhängig sind, und aus denen 
sich mit Hinzuziehung von Invarianten jede andere zugehörige Form zusammen- 
setzen lässt. 

Die Anzahl der in Bezug auf die Variabein u voneinander unabhängigen 
zugehörigen Formen ist demnach: 

Wäre nun, immer unter der Voraussetzung p!>>2 der Fall möglich, 
dass fi von Null verschieden ist, so würde aus dem Schlüsse des vorigen art. 

folgen. Lässt sich beweisen, dass hierin ein Widerspruch enthalten ist, so 
ist bewiesen, dass u nicht von Null verschieden sein kann. 

32» 
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Der Voraussetzung gemäss ist ^^ ^i^ Anzahl derjenigen i>, welche will- 
kürlich bleiben, wenn man aus dem Ausdrucke 

alle Derivirten von W eliminirt. Da das erste Glied nur Derivirlen nach 
Coefficienten von F enthSlt, so muss es für sich verschwinden, also /.^ die 
in art. 1. angegebene Form 

^•Ar = -^ ^p ^Or 

ff 

haben^ wo die Grössen 1% von allen willkürlichen Elementen, namentlich den 
u völlig frei sind. Die fi Coefficienten c müssen jetzt so gewählt werden, 
dass auch das zweite Glied identisch verischwindet. Man erhält also die n 
Bedingungsgleichungen 

2! c,,2:u„ 1% =0 (i = 1, 2, . . . w) 

zwischen den /li Grössen c^ und es wird jetzt //j die Anzahl derjenigen c, 
welche hierbei willkürlich bleiben. 

Nimmt man aber an, /u sei von Null verschieden, so muss ju^ = ju sein, 
also jedes c willkürlich bleiben. Dies ist nicht anders möglich^ als wenn 
für jedes i und p 

k 

ist, und zwar für alle Werthe der unabhängigen Y ariabeln ti^ , «29 • • • w« . 

Da aber die Coefficienten lik von den u völlig unabhängig sind, so 
müssen sie alle Null sein, was mit der Annahme, ,a sei von Null verschieden, 
im Widerspruche steht. Folglich ist, für j9>>2, diese Annahme selbst un- 
zulässig. 

Wenn aber ^=Oist, so ist umsomehr //i = 0, da n—fix—fi nicht grösser 
als riy also ^1 nicht grösser als /t sein kann. Da dies offenbar auch für 
die Differentialgleichungen der Co Varianten gilt, haben wir also den zu be- 
weisenden Satz: 

Die Anzahl der voneinander unabhängigen Invarianten sowie aller übrigen 
Grundformen ist für jede homogene Function^ deren Grad grösser als 2 ist^ die 
normalmässige. 

Zürich, 19. December 1867. 
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Theorie der bilinearen Functionen. 

(Von Herrn E. B, Christoffel in Zürich.) 



jLJie in meiner vorangehenden Arbeil für die iiomogenen Functionen 
bewiesenen Lehrsätze lassen sich mit Leichtigkeit auf den Fall ausdehnen, 
wo die zu transformirende Function F in Bezug auf p Systeme von je n 
Variabein linear und homogen ist, und überdies auf jedes Variabelnsyslem 
dieselbe lineare Substitution angewandt wird. 

Setzt man nämlich in F alle diejenigen Variabein einander gleich, für 
welche dieselbe Substilution gilt, so geht F in eine homogene Function <i^ 
von der p""" Ordnung und n Dimensionen über, welche, sobald /? > 2 ist, die 
normalmdssige Anzahl n voneinander unabhängiger zugehöriger Formen besitzt. 
Diese zugehörigen Formen von * sind aber auch zugehörige Formen von 
F und nur insofern specialisirt , als sie die CoefBcienten von F nur in den- 
jenigen Verbindungen enthalten, zu denen diese sich beim Uebergange von 
der p-fach linearen Function F zur homogenen Function 4> vereinigt haben. 

Da hiernach F ebenfalls die normalmässige Anzahl n voneinander un- 
abhängiger zugehöriger Formen besitzt, so ist bei der Transformation von F 
durch das Resultat derselben die anzuwendende Substitution insofern völlig 
bestimmt, als sie keine willkürlichen Constanten enthalten kann. Folglich sind 
auch die übrigen Grundformen in der normalmässigen Anzahl vorhanden, und 
die Anzahl der voneinander unabhängigen Invarianten ist z. B. = «p — ;i^ -f-l. 

Für den Fall /? = 2 verlieren diese Sätze ebenso, wie bei den homogenen 
Functionen ihre Gültigkeit, nur dass die Erscheinungen, welche diese Ausnahme- 
fälle darbieten, und welche über die hier erwähnten Transformationsprobleme 
hinaus zur allgemeinen Regel werden, bei den bilinearen Functionen voll- 
ständiger hervortreten, als bei den homogenen Functionen zweiter Ordnung. 

Die Frage nach den Grundformen einer bilinearen Function 

F=S{gh)x^yi,; {g,h= 1,2, ...wj 
erledigt sich am einfachsten durch die wirkliche Darstellung derselben. Wir 

werden in arl. L für die Function F im Ganzen \^\ absolute Invarianten *), 

*) Unter I -^ 1 wird im Folgenden stets die grösste in -x- enthaltene ganze Zahl 
verstanden. 
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[—-T^\ zugehörige Formen und ebensoviel Covarianten darstellen. Aus ihrer 
Beziehung zum Transformationsprobleme wird dann zunächst der Nachweis 
gefuhrt, dass diese Formensysteme vollständig sind. Dass sie auch von über- 
zähligen Formen frei sind, also nur voneinander unabhängige enthalten, er- 
giebt sich dann durch folgende Ueberlegung. 

Die wiridiche Anzahl / der voneinander unabhängigen absoluten In- 
varianten ist unter allen Umständen gleich der normalmässigen, vermehrt um 
die Anzahl /ti von SubslitutionscoefGcienten, welche bei einer zulässigen Trans- 
formation von F willliürlich bleiben; für die bilinearen Functionen ist also /=/^. 
Die stets zulässige Transformation von F in sich selbst (art. II) zeigt aber, 

dass allgemein u = 1 -^J , also gleich ist der in art. I. gefundenen Anzahl von 

absoluten Invarianten. Folglich ist dieses Formensystem nicht nur vollständig, 
sondern auch frei von überzähligen Formen. Daraus ergiebt sich dann nach 
dem in meiner vorigen Arbeit benutzten Princip, dass die aus diesem Invarianteu- 
systeme hervorgegangenen zugehörigen Formen und Covarianten, soweit sich 
solche wirklich ergeben konnten, ebenfalls voneinander unabhängig sein müssen. 
Dies festgestellt, ergiebt sich mittelst des von Herrn Aronhold gelehrten 
Verfahrens für die absoluten Invarianten 11 von F sehr leicht das System von 
nn Differentialgleichungen 

(A) D,,n = 0, 
wo 

ist, und welchem alle absoluten Invarianten und nur solche genügen. 

Dieses System ist ein vollständiges. Bezeichnet man nämlich, was bei 
allen Untersuchungen dieser Art grosse Vortheile gewährt und im Folgenden 
beibehalten wird, durch das Zeichen 

(0 

die Null oder Eins, jenachdem k von i verschieden oder ihm gleich ist, so 
findet für jede Function der Coefficienten von F die identische Gleichung 

statt, welche Herr Clebsch bereits im 65'**^" Bande dieses Journals pag. 268 
für die homogenen Functionen, wenn auch in verschiedene Fälle zerlegt, auf- 
gestellt hat; dieselbe hat ganz allgemeine Gültigkeit. Sie zeigt, dass jede 
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Gleichung, welche aus dem System {A.) durch Differentiiren und Elimination 
der höhern Derivirten hervorgeht, auch aus Gleichungen des Systems linear 
zusammengesetzt werden kann. 

Da aber im System (A,) die Anzahl der Yariabeln mit der Anzahl der 
Gleichungen übereinstimmt, so ist die Anzahl fi der überzähligen Gleichungen 
dieses Systems gleich der Anzahl seiner Lösungen, also 

während es für ;? > 2 stets Null ist. 

Für die zvgehörigen Formen V und die Coearianten 4* ergeben sich, 
wenn jede durch eine geeignete Invariante dividirt wird, die Gleichungssysleme 

deren Vollständigkeit man leicht beweist. Dieselben sind ausserdem von über- 
zähligen Gleichungen frei. In der That ist die Anzahl der Lösungen des 
ersten Systems, nämlich der absoluten Invarianten und zugehörigen Formen 

zusammengenommen, =1^1 4-1 ^1 J ^ ^^ ^^^^ ^^^ normalmässige ; dasselbe 
gilt vom andern System. 

Für die Zwischenformen 6 erhält man, wenn jede durch eine geeignete 
Invariante dividirt wird, das Gleichungssysteui 

Dasselbe ist ein vollständiges, und, wie aus dem für die Systeme (C.) ge- 
führten Beweise hervorgeht, von überzähligen Gleichungen frei: die Anzahl 
seiner voneinander unabhängigen Lösungen ist daher 2n. 

Verwendet man aber zu einer vollständigen Lösung dieses Systems 
möglichst viel absolute Invarianten, zugehörige. Formen und Covarianten, so 

bleiben 2» — jj|-J~2 . [^-^J = [-^J eigentliche Zwischenformen übrig, welche 

1) mit den zugehörigen Formen ein System von n in Bezug auf die 
Variabein u, 

2) mit den Covarianten ein System von n in Bezug auf die Variabein x, 

3) mit beiden und den absoluten Invarianten ein System von 2n in Bezug 
auf die Coefficienten von F voneinander unabhängigen Functionen 
bilden. 

Diese [yJ Zwischenformen bilden also eine selbstständige Gattung von 

Ausdrücken, indem sie sich aus den übrigen Grundformen nicht zusammen- 
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setzen lassen, und begründen insofern einen der wesentlichsten Unterschiede 
zwischen den bilinearen und den Functionen von höhern Ordnungen. In der 
That besteht auch für jede dieser letztern ein System von 2n Zwischenformen^ 
welche in Bezug auf die Variabein x und u voneinander unabhängig sind. 
Verwendet man aber zu einem solchen System vollständige Systeme von zu« 
gehörigen Formen und Covarianten, so bleibt keine Zwischenform mehr übrig, 
woraus hervorgeht, dass in diesem Falle jede Zwischenform aus zugehörigen 
Formen und Covarianten zusammengesetzt werden kann, vorausgesetzt, dass 
diese sämmtlichen Formen durch Division mit einer Invariante in der mehrfach 
erwähnten Weise modificirt worden sind, wozu man stets mit ein und derselben, 
nicht absoluten Invariante und ihren Potenzen ausreicht. 

Der Grund von dieser und jeder andern Abweichung der bilinearen 
Functionen vom Verhalten der Functionen höherer Ordnungen liegt darin, dass 
für die letztern die oben durch /ti bezeichnete Zahl stets Null ist, und es geht 
hieraus hervor, dass neben der Herstellung der Grundformen sich bei den 
bilinearen Functionen noch folgende beiden, bei der hier vorausgesetzten Gattung 
von Transformationsproblemen für sie allein existirenden Aufgaben darbieten: 

1) Die Transformation einer bilinearen Function in sich selbst und 
der Nachweis der willkürlichen Elemente in der hieraus entspringenden Sub- 
stitution ; 

2) der directe Nachweis derjenigen [-^J Gleichungen, welche im 
System (A.) überzahlig sind. 

Wegen der Hülfsmittel, welche bei der Herstellung der Grundformen 
benutzt werden, und der Anwendung der zugehörigen Formen zur Bestimmung 
der Substitution verweise ich auf die fundamentale Abhandlung des Herrn 
Aronhold im 62'*'" Bande dieses Journals. 

9 

I. Die Grundformen der bilinearen Function F. 

Man verificirt leicht, dass die Determinante 

P = -S±(ll)(22)...(«») 
dem Gleichungssystem 

D^P = 2(j)P 

Genüge leistet; also ist P Invariante von F, und wenn r die stets von Null 
verschiedene Substitutionsdeterminante bedeutet, die Transformirte von P 

P' = r'P. 
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Dies festgestellt, sei ^ die aus F durch Vertauschung der Yariabelnsysteme 
hervorgehende bilineare Function, 

d = Sigh)ygXh = S{hg)xgyh. 
Da bei beiden Yariabelnsystemen dieselbe Substitution vorausgesetzt wird, so 
hat 9 dieselben Invarianten wie F^ und alle simultanen Invarianten von F 
und ^ sind zugleich Invarianten von F. Dasselbe gilt demnach auch von den 
Invarianten der Function i.F+fi'^^ solange A, /i constante Werthe haben. 

Setzt man daher den Coefficienten von Xgyj, in dieser Function, nämlich 

so folgt, dass auch 

2± [11] [22] . . . [nn] = 77(Ä, fi) 

eine Infxmante von F ist, und zwar für alle constanten Werthe von l und /u. 
Fär die Anwendungen der zugehörigen Formen ist es nöthig, die ein- 
fachen Voraussetzungen der Einleitung zu verlassen, und statt der Variabein 
II allein zwei Variabeinsysteme einzuführen. Wir suchen demnach simultane 
Invarianten von IF + ill^ mit dem Producte zweier linearen Functionen 
U=^ 2ugXg^ U' = 2uhyh^ also der bilinearen Function 

l/i = Sugu'hXgyh. 
Aus dem Vorangehenden ergiebt sich die Invariante 

[ll]+att|Mi [12] + awi«i . . , 
[21] + ««2wi [22] + au,fh . . . 



welche für a = in n{X^fi) flbergeht. Dieselbe ist in Bezug auf a linear 
und bleibt ungefindert, wenn man l mit ijl und zugleich das System der Variabein 
u mit dem der ti' vertauscht. Setzt man sie ^ n{k^fi)'\-aW{l^u;UyU% so 
hat auch W die zuletzt erwähnte Eigenschaft, und es wird, wenn durch 

ngh {K f^) 
die aus einer Aenderung des Elementes [gh] entspringende Unterdeterminante 

von n{X^fi) bezeichnet wird, die gesuchte zugehörige Form 

W{X,fi;u,^) = Sngj,{X,ti)ugvlj,, 

also eine bilineare Function der Variabeinsysteme ti, u\ In Determinantenform wird 

Ui U2 . . . u^ 

-«. [11] [12] . . . [1«] 
-», [21] [22] . . . [2»] 



¥'(i,(U ,•«,«') = 



-«. [fil] [«2] 

Jovnwl fdr Matbamatik Bd. LXVIII. H«ft 3. 
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Um bilineare Covarianten zu erhalten, setzen wir 

_ÖF_ _ -. dF_ y 

und suchen simultane Invarianten von lF+fi% mit tlem Prodncte der linearea 
Functionen JSXhf/o'i 2YgXh^ indem wir die Coefficienten Xy Y wie Con- 
stanten behandeln. Das Vorangehende zeigt, dass die hieraus fliessenden Co- 
varianten erhalten werden, wenn man in V jedes Uy u durch das entsprechende 
Yy X ersetzt; also ergiebt sich die Covariante 

Was die Beziehung zwischen diesen und ihren Transformirten betrifft, 
so folgt aus der Grnndeigenschaft von Py ans welchem die Vorstehenden als 
Entwicklungscoefßcienten entspringen, 

n' = r^ny V'^r'Wy ^'^r'*. 

W^ir werden nun zunächst zeigen, dass diese Gleichungen für die 
Möglichkeit der Transformation von F in F* und die Bestimmung der dies 
leistenden Substitutionen nicht bloss erforderlich sind, sondern auch hinreichen, 
sobald sie für alle Werthe von l und fi erfüllt sind, d. h. dass die vermöge 
der Willkfirlichkeit von X und u aus 77, ^y * hervorgehenden Formen hin- 
reichen, um aus ihnen jede andere Form derselben Art zusammenzusetzen. 

In der That wird für Ä = l, ^ = identisch * = 77(1,0)F, also 
*' = 77'(1,0)F' und 77'(1, 0)F' =r'/7(l,0)F, endlich, weil /7'(1,0) = 
#^77(1,0) ist, F'^Fy w. z. b. w. 

Dass in der Gleichung FH^PW alle für die Möglichkeit der Trans- 
formation von F in F' erforderlichen Bedingungen enthalten sind, hat zuerst 
Herr Kronecker in seiner Abhandlung über die bilinearen Functionen von 
gerader Dimension i»*) durch directe Transformation derselben in eine Normal- 
form bewiesen. 

Um die Anzahl der Formen zu übersehen, welche in obigen Ausdrfickmi 
wegen der Willkürlichkeit von k und /i enthalten sind, setzen wir 

woraus allgemein 

(lÄ) = a,jt + J,vt , a,i = öij^ , (J« = - J,4 
folgt. Wird alsdann noch 



*) Monatsberichte der Berliner Akademie; Sitzung v. ]5.0ctober 1866pag.601 u.f. 
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also 



gesetzt, so wird 



V = 



fij i4 . . . 

— fll Soll «<^X2+'^12 • • • 

— tl2 5(^12 ~~* '0^2 SO22 • . . 



woraus 77 durch Weglassung des aus den u und n' gebildeten Randes er- 
halten wird. 

Vertauscht man nun l mit ju, und jedes u mit dem entsprechenden u^ 
so wechselt / sein Zeichen, s^ IT und ¥^ bleiben ungeändert. Da nun 77 
von den Yariabeln u^ vi unabhängig ist, so hat seine Entwicklung die Form 

77 = **77o+ *"-'«' 772 + «*•-*/* 774+..., 

während, wenn entwickelt 

ist, die Entwicklungscoefficienten ^^ hilineare Functionen der Variabein ti, ?/ 
sind, welche bei der Vertauschung der beiden Variabeinsysteme entweder 
ungeändert bleiben, oder nur ihr Zeichen wechseln, ersteres bei ungeradem, 
letzteres bei geradem er. 

Setzt man daher, um den in der Einleitung vorausgesetzten Fall zu 
erhalten, jedes ti dem entsprechenden u gleich, so fallen alle W„ mit geradem 

Index weg, und es ergeben sich nun [ ^ ^ J Invarianten, [~s— J zugehörige 
Formen mit einem einzigen Variabeinsystem, also ebensoviel Covarianten der- 
selben Art, aus denen alle Formen gleicher Gattung zusammengesetzt werden 
können. Dass sie auch voneinander unabhängig sind, lässt sich aus der Ein- 
richtung der Elemente von W erkennen, wird sich aber auch im folgenden 
art. ergeben. 

Von den besondern Fällen, welche sich hier darbieten, und welche 
alle auf bekannte Delerminantensätze hinauskommen, heben wir einen des 
Folgenden wegen hervor. Für ein ungerades n wird nämlich ^f«, wie man 
aus dem Ausdrucke für V erkennt, wenn man * = 0, < = 1 setzt, das Product 
aus einer linearen Function der u und der nämlichen Function mit den Variabein 
vi. Fol^rlich kann die bilineare zugehörige Form V^ durch eine in den n 
lineare ersetzt werden, welche wir durch '^{u) bezeichnen werden, so dass 
y^^ = xp(u)ip{u) wird. 

33» 
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IL Transformation der bilinearen Function F in sich selbst. 
Sei 

die Substitution, durch welche F in 

F' = S{ghy^,rik 
übergeführt wird, und 

die in den zugehörigen Formen auszuführende transponirte Substitution, welche 
für beide Variabelnsysteme der u und u* gilt. 
Soll nun allgemein . 

{ghy = {gh) 

sein, also durch die vorausgesetzte Substitution F in sich selbst mit andern 
Variabein transformirt werden, so folgt aus der Gleichung /7' = r^II^ dass 

r" = 1 
sein muss. 

Der bessern Uebersicht wegen setzen wir von hier an 

wodurch die Grundformen 77(Ä, ^), V{1^ fx;M,u')^ 4»{ky fi; x^y) in Functionen 

von / übergehen, welche wir durch //(/), ^(t;UyU)^ 4>{t;x,y) bezeichnen^ 
und von denen die erste eine gerade Function von / ist. 

Beim obigen Werthe von r^ ergiebt sich für die zugehörigen Formen 
die Gleichung 

(1.) ?P(«;^X) = W{t;ü,u') 
oder 

welche für jedes / erfüllt sein muss. 

Wir beweisen zunächst, dass aus dieser Gleichung stets r^ = 1 folgt. 
Vergleicht man nämlich beiderseits die Coefficienten von ti^iiit^ so folgt 

und wenn man mittelst dieses Ausdrucks die von Null verschiedene Determinante 
;^±77H/7„...i7., bildet, r' = 1, wie erforderlich ist. 

Dies festgestellt, ist es nothwendig, die beiden Fälle zu unterscheiden^ 
wo n gerade oder ungerade ist. 
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Im ersten Falle, ii = 2m^ ist der Grad von ¥^ in Bezug auf t um 
zwei Einheiten kleiner, als der Grad von /7. Scbliesst man nun den Fall 
aus, wo nicht alle Coefficienten von jP willkürliche und voneinander unab- 
hängige Werlhe haben, so hat die Gleichung /7(/) = w Lösungen <^ = cüJ , 
f=ia]^^ ... /^ = ü>^, die alle voneinander verschieden sind. 

Dividirt man jetzt die Gleichung (1.) durch n{t)^ so ergeben sich 
aus ihr durch Zerlegung in Partiaibrüche zwei Systeme von je m Gleichungen, 
welche den Wurzelfactoren t—oi^^ t+(o^ entsprechen, und die Gleichung (1.) 
völlig ersetzen. Der erste Wurzelfactor liefert die Gleichung 

beachtet man, dass /7^,;i(— cuj = — /7^„ (coj ist, so ergiebt sich aus dem andern 
Wurzelfactor die Gleichung 

MultipUcirt man mit 77^;t(a;J, wo k einen beliebigen Index bedeutet, so zer- 
fallen die vorstehenden Ausdrücke in Linearfactoren 

(3.) ^ II^g((a,)Vg.JS ni,t{w,)v'k = 2:iTig{w,)Ug.2:iI^^{(o.)uh. 

4P 



I? 



Da jedes Cg lineare Function der u allein, und jedes r^ dieselbe Function der 
u allein ist, so folgt aus (2.) 

H ngj,{o},)eg = a,2:ng,{a),)Ug, 



o 
o 



WO alle a willkürliche Constanten und offenbar von Ar unabhängig sind. 

Vertauscht man hier die Variabein u und u', so vertauschen sich auch 
die V und e', und es folgt, dass die Gleichungen (3.) von selbst befriedigt sind. 

Also haben wir zur Bestimmung der gesuchten Substitutionen, durch 
welche bei geradem n = 2m die Function jP in sich selbst transformirt wird, 
die 2m Gleichungen 

i:ng,{o^,){f>g-a,Ug) = 0, 

in denen der Index Ar gleichgültig ist, und durch jeden andern ersetzt wer- 
den kann. 
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Zur Bestimmung der inversen Substitution erhfilt man ähnliche Glei- 
chungen. Da die Determinante dieser Gleichungen^ wie man durch Bildung der^ 
selben leicht findet, von Null verschieden ist, so sind die Unbekannten r als lineare 

Functionen der u mit den m = [-yj willkürlichen Constanten a bestimmt. 

Für ein ungerades n=2m+i sind V^ und /7 vom nämlichen Grade in t. 
Folglich liefert die Partialbruchzerfällung in diesem Falle 1) ein System von 
2m Gleichungen der nämlichen Form wie das vorstehende, und 2) nach der Be- 
zeichnung am Schlüsse des vorigen art. noch die Bedingung 5P. (©,©')= y,(ii,«), 

welche durch die einfachere ip{t>) = r,yj{u) ersetzt werden kann, und daher 
keine willkürliche Constante in die gesuchte Substitution einführt. Folglich ist 

in dieser die Anzahl der willkürlichen Elemente wieder ^ = |-^J* 

Die Anzahl der willkürlichen Substitutionselemente stimmt daher in allen 
Fällen mit der Anzahl von absoluten Invarianten überein, die sich im vorigen 
art. ergeben haben, und es ist hiernach dieses Invariantensystem nicht bloss 
vollständig, sondern auch frei von überzähligen Formen. Dasselbe gilt daher 
auch, wie schon bemerkt wurde, von den übrigen Formensystemen. 



III. Transformation von F in specielle Formen. 

Für die Transformation von F in irgend eine gegebene Form F' haben 
wir demnach die nothwendigen und ausreichenden Bedingungen 

von denen die erste die sämmtlichen Bedingungen für die Möglichkeit der 
Transformation enthält, die zweite die directe und die dritte die inverse Sub- 
stitution liefert. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Substitution so zu bestimmen, 
dass F' in eine Summe von m bilinearen Functionen 

f^ = SighYLrjh , (fl^, A = «, + 1, «i + 2, . . . »>) 



fL = S(ghyLrih, ig, h = n^_, + 1, w^_i + 2, . . . «) 
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Kerfällt, welche so gewählt sind, dass ein Variabeinpaar |, ^ r/, ^ welches in eine 
von diesen speciellen Functionen eingeht , in keiner von den übrigen mehr 
vorkommt. 

Auf dieselbe Weise, wie in art. I. /7(A, ^) aus h\ W{l^u^u,u) und 

*(X, <w, Xy y) aus n{l^ fi) abgeleitet wurde, leite man aus jeder der vorstehen- 
den, einer geringern Anzahl von Variabeinpaaren entsprechenden Functionen 
eine Invariante, zugehörige Form und Covariante ab, welche für die Function fl 

durch 77^ (i,.^), V^Ä^9 l^9^y^')^ VA^9l^9^9^) bezeichnet werden sollen. 
Dann wird offenbar für die Function 

die Invariante 

Während die Herleilung von ^ und 4> aus /7 sofort erkennen lasst, dass 



ist. 

Setzt man diese Ausdrücke den der ursprünglichen Function F ent- 
sprechenden gleich, und zerfällt beiderseits in Fartialbrüche, so zerfallen die 
hier auftretenden besondern W^erthe der Functionen v,? V«? ^^9 * "ach dem 
vorigen art. in Linearfactoren, und es muss nun jeder solche Linearfactor 
der einen Seite einem durch die Bedingung eines gleichen Nenners und ent- 
sprechender Variabein völlig bestimmten Linearfactor auf der andern Seite 
proportional gesetzt werden. 

Wir verfolgen dies nicht weiter, und ziehen aus dem Vorangehenden 
nur noch die folgende Bestimmung über die zulässigen Dimensionen der ein- 
zelnen Functionen /*/. 

Setzt man wieder A — ^=«=1, X—fi^t, so werden beide Seiten 
der für die Möglichkeit der Transformation nothwendigen und ausreichenden 
Bedingungsgleichung 

ganze Functionen von f, und die linke Seite sowie die aufeinanderfolgenden 
Factoren der rechten in Bezug auf f vom Grade l-|-J^ LtJ' L 2 J^ *' " 
I ^"^2*'* J' J^^™^^ diese Gleichung bei willkürlichem / durch geeignete Wahl 
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der FuDctioneo /, befriedigt werden könne, ist es also erforderlich, dass 
beide Selten in Bezug anf t Tom nft milchen Grade sind, also 

ist. Bezeichnet aber a die Anzahl derjenigen Functionen /«', welche von un- 
gerader Dimension sind, so ist die linke Seite offenbar 



n — 



und daraus folgt, dass unter den Functionen /i, /^', . . . /» sich für ein ge- 
rades n keine, für ein ungerades n nur eine einzige eon ungerader Dimension 
befinden darf Ist diese Bedingung erfQlU, so ist die verlangte Transformation 
von F stets möglich. 

Nimmt man daher, um die grösste Vereinfachung zu erhalten, die Di- 
mensionen sämmtlicher Functionen /^ so klein wie möglich, so zerflllt F' für 

ein gerades n in eine Summe von |^-yj binären Functionen, wozu för ein un- 
gerades n noch ein eingliedriger Ausdruck kommt. Der erste von diesen 
Fällen liefert die von Herrn Kronecker in der oben erwähnten Abhandlung 
zuerst eingeführte Normalform. 

IV. Die Zwi&chenformen und die überzähligen Differentialgleichungen der 

absoluten Invarianten. 

Um eine grössere Anzahl von Zwischenformen zu erhalten, aus denen 
sich dann die vorzugsweise charakteristischen zusammensetzen lassen, suchen 
wir mit Ausscheidung von früher bestimmten Formen simultane Invarianten von 

AF+^8f = S[jgh]xgy,, 

mit den linearen Functionen 

indem wir schliesslich 



setzen , wodurch V und I^ in F und % übergehen. Vermehrt man also in 
n{k,/i) jedes Element \ßh] um 

^gh = ctUgXh + ßug'S^h + r^hy'g + ^UHXg, 
entwickelt dann nach Potenzen von a, ß, y, d, so ergiebt sich 
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>yo die Entwicklungscoef&cienten der linearen Glieder, welche wir allein be- 
rücksichtigen, die Ausdrücke 

©3 = sn j,.Uf,iig, 

haben, und eigentliche Zwischenformen sind. Zwischen diesen vier Formen 
bestehen einfache Beziehungen. 

Zunächst bemerkt man leicht, dass durch Vertauschung von l mit ,u 
ß^ mit 04, 02 mit 03 verlauscht wird. Sodann ergiebt sich 

W,+/ii62 = n.u, 

A03+.a04 = 77.(7. 



Setzt man daher 



so wird 



A0,+^u04 = nu+0, 



A03+,a02 = nu-e, 

und eine neue Zwischenform, welche auf doppelte Weise dargestellt wer- 
den kann 

= i(0,-03)=^(0,-0,), 

also durch Xu theilbar ist, und überdies durch Vertauschung von l mit ili nicht 
geändert wird. 

Hieran knöpfen sich nun merkwürdige Resultate. Ersetzt man allgemein 
XiUk durch 

(vergl. die Einleitung), und bezeichnet das, was hierdurch aus 0i wird, durch 
0,(F), so folgt, weil U in 2F übergeht, 

k0,(F)+u0^{F) = 2nF+0(F), 

A0,(F) + ,a0,(F) = 2nF-0{F). 
Nnn ist in 10i+ili04 der Factor von 77 ^ gleich 

XUaX), + fiUhXa = 2X{ih)XiUa + iLi^{ig)XiUh; 
derselbe geht durch die angegebene Substitution über in 
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In diesem Aasdracke findet sich der Factor von Xiift ohne Schwierigkeit 

= (iA) 0*] + (fflr) [*Ä] ; also ist in WtiF)+fiet{F) der Factor von ar^y» glei<A 

Sng,{iih)[gk] + iig)[kh]) = 2i7.(,-Ä), 

mithin 

W,{F) + iLi0^{F) = 277F, 

0{F) = 0, 

A03(F) + /x0a(F) = 277F. 

Die zweite von diesen Gleichungen liefert den Satz: 
Ist die obige Zwischen form : 

= ^k^XiUM^ 
so ist identisch 

2k^D,,F = 0, 

also auch für jede beliebige Function P der Coefficienten ton F 

2X,,D^P = 0. 

Diese Gleichung enthält die vollständige Lösung der Aufgabe, die fiberzfihligen 
Differentialgleichungen der absoluten Invarianten zu bestimmen. Da nämlich 

und 0==X (0,-03) ist, so folgt 

X^ = X£{{ih)n,,^{hi)n,,). 

n 

Einen andern Ausdruck erhält man aus der Gleichung 0=iti (04—02)9 nämlich 

Xa - fji£{{ih)n,,^{hi)n,,). 

n 

Die halbe Summe beider ergiebt endlich die symmetrische Darstellung 

Setzt man nun 

80 fallen aus A^ die mit X" und fi"* multiplicirten Glieder fort, wie man leicht 
verificirt, und auch aus dem Umstände schliesst, dass 0, mithin auch X^ durch 
Xix theilbar ist, so dass in der Entwicklung von X^ nur (n— 1) Glieder fkbrig^ 

bleiben. Da aber allgemein /7._, = /7, ist, so erhält man nur — =— ver- 
schiedene Glieder, wenn (n— 1) gerade, und nur -^ Glieder, wenn (n— 1) 
ungerade ist, also allgemein |^yj verschiedene Lösungen der Ao^abe, die 
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n.n Coefficienlen Xu, so zu bestimmen, dass 

für jede beliebige Function P verschwindet. 

Dadurch sind ebensoviel Gleichungen des Systems 

D..P = 

als lineare Folge der übrigen nachgewiesen, was direct bestätigt werden sollte. 

V. Eigcnscliaften der kik. 

Durch das Schlussresultat des vorigen art erlangen die Coefficienten 
der speciellen Zwischenform 6 ein selbstständiges Interesse, weshalb wir zum 
Nachweise ihrer Eigenschaften übergehen. 

Da 0{Xy u) Entwicklungsglied einer Zwischenforra IT ist, welche der 
Gleichung TT' =^r^n genügt, so ist unter Voraussetzung der in art IL ange- 
gebenen Substitution 

0'(?,r) = r'e{x,u\ 
und es genügt hiernach & dem System partieller Differentialgleichungen 

dasselbe gilt von jeder der vier Zwischenformen, aus denen zusammenge- 
setzt wurde. 

Sei nun A^* das, was aus i^* wird, wenn jeder Coefficient von F durch 
den entsprechenden Coefficienten der transformirten F' ersetzt wird, also 

& [x,u)=^ ^X'ik^i^kj dann folgt aus der ersten Gleichung 

Nimmt man beiderseits die Derivirte nach |, und ©*, so folgt, weil -^^cti^. 



dVk dtty, 






Setzt man sodann den Ausdruck von in die Differentialgleichungen 
ein, so folgt 

A»V = 2(i)V-(*)V+(0^»*- 

Ist daher P irgend eine Function der Xy also auch der Coefficienten von F^ 
so folgt 

34» 
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Wenn daher P homogen ist und dem Gleichungssystem 



h 



dP . ^ dP 



^^^'^"'^^^öä;;;) = ^ 



genagt, so ist es eine Invariante von F. Die Bedeutung dieses Resultates 
wird sich aus dem Folgenden ergeben. 

VI. lieber die den Zwischenformen eigentfaümliche SubstitutioD. 

Nach dem Vorangehenden ist 0{xy n) eine biiineare Function, deren 
Transformation sich von der früher betrachteten dadurch unterscheidet, dass 
die auf die beiden Variabeinsysteme anzuwendenden Substitutionen nicht über« 
einstimmen, sondern zueinander transponirt sein sollen. Sei allgemein 

eine solche Function, welche durch die beiden Substitutionen 

k t 

in 

G = Slghigffh 
übergeführt wird. 

Vermöge der Gleichung G* = G folgt aus der Lehre von den Zwischen- 
formen, weil 

ist, 

„ dG' .. dG' dG' 

Dies festgestellt, sei 77 eine Function der Coefficienten von G; dann ist 

V du' „ ÖJT' r„ ÖC -j 



A dan, a,b diab *- * ^*<A 's e 

„ OW [ ^ dG' dG' -t 



^.«'6 



Wenn daher die rechte Seite dieser Gleichung für jedes t und k verschwindet, 
so ist 77 absolute Invariante von G, und umgekehrt. 

Die absoluten Invarianten von G, unter Voraussetzung obiger Trans- 
formation, sind also durch das Gleichungssystem 

(-*•) ''••'^=f(S'«-'>'-^)=« 
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definirt, und es lässt sich nun zunächst leicht zeigen, dass G bei obiger Trans- 
formation auch nur absolute Invarianten besitzt. 

Um dies zu beweisen, setze man die rationale Function IT gleich dem 
Quotienten aus zwei von gemeinsamen veränderlichen Factoren befreiten ganzen 
Functionen. Dann erhält man nach bekannten Schlüssen für diese ein System 
von DiiFerentialgleichungen 

wo die Factoren () sämmtlich constant sind. Wir werden nun zeigen, dass 
dieselben alle Null sein müssen, woraus dann der vorstehende Satz folgt. 
Aus der Definitionsgleichung 

% 

zieht man leicht die folgende 

welche nun auch für jede beliebige Function P gilt. Aus den obigen Dif- 
ferentialgleichungen folgt jetzt = Q)p,7^P— (^^p^fcF, also, wenn nicht jP=0 

ist, was wir ausschliessen, (f)PiA = (i)p^*^ woraus allgemein p,;t=(^)p, mithin 
(y,;^P = (^)pF folgt. Da aber identisch :Sd,,P = ist, so folgt endlich 

p = 0, w. z. b. w. 

Vergleicht man diese Resultate mit dem Schlüsse des vorigen art., so 
folgt, dass jede Invariante einer bilinearen Zwischenform von F, mit Rücksicht 
auf die den Zwischenformen eigenthümliche Transformation gebildet, auch In- 
variante von F selbst ist. 

Es ist sehr leicht, Invarianten von G zu erhalten. Sei 

eine derselben Transformation wie G unterworfene Function oder = G selbst. 
Dann ist nach art. V. 

/ _ e/ ^ ^log^ 



mithin 



ölogr 



(C.) -2:4(5:,» = S(^/ €,,).« J^&L.. 
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Wenn daher eine bloss aus Coefficienten von G gebildete Function 
f[lii,) die Eigenschaft hat, dass __ 

ist, so ist auch 

a n 

Nun findet man leicht, dass ^4 = ^L ist; nimmt man daher das erstemal 
H= Gy und dann neue, sich von selbst ergebende Formen für H, so erhftlt 
man folgende Reihe von Invarianten von G^ die nach dem Obigen sfimmtlich 
absolute sind: 



(ö.) 



t a 



I ab 



I atic 



^ia 'ai 

^ia lab 'bi 

li^Lbhch 



U. S. W. 

Ein zweites Verfahren ergiebt sich aus den Differentialgleichungen (A,). 
Da nämlich aus diesen 



dlab 

folgt, so ist identisch 



-f dl. 



öS an 



an 



aa 



= '■'(f-^) 



Wenn daher 77 eine Lösung des Systems (A.) ist, so ist auch 

a Olnii 

eine solche, und hieraus können durch Wiederholung noch weitere Lösungen 

een=e'n, e'n u. s. w. folgen. 

Nun bestätigt man ohne Weiteres , dass J = 2± /n (22 • • • /»m den Glei- 
chungen (A.) genagt. Folglich werden dieselben für jeden constanten Werth 
von a auch befriedigt durch 

I21 In — ^ hn 



L 



l. 



L.—a 



'nn 



= ^(«), 



worin n offenbar voneinander unabhängige Lösungen enthalten sind. 
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Die Wurzeln der Gleichung J{a) = sind ebenfalls [n Varianten von G, 
wie man mittelst der Differentialgleichungen (^.), denen J(a) und seine nach 
a genommenen Derivirten fOr jedes a genügen, leicht bestätigt. Zwischen 
diesen Wurzeln und den unter (Z>.) angegebenen Invarianten besteht ein sehr 
einfacher Zusammenhang, den zuerst Herr Borchardt (Bd. 30 dieses Journals 
pag. 38) gefunden hat, und welcher sich auch aus dem Folgenden ergiebt. 

Wir werden nämlich zeigen, dass die vorausgesetzte Substitution stets 
so gewfihlt werden kann, dass G' die Form 

G' = 2:ioJ,f>, 

annimmt, und dass alsdann die Coefficienten w die Wurzeln der Gleichung 
J(a) = werden. Ist dies bewiesen, so wird 4- = £«>., 4 = 0, und die unter 
(D,) gegebenen Invarianten werden: 

2lii = -2*4 = -Stü, 2! li^ l„i = ^(o\ 2:iia lab hi = -S'co^, u. s. w. 

ia 

Da allgemein 

k g 

ist, so ist zur Ausführbarkeit obiger Transfonnation von G fQr jedes % das 

Gleichungssystem 

a 

erforderlich. Also mflssen die Grössen cu die Wurzeln der Gleichung i^(a) = 0, 
oder es muss identisch 

d{a) = (cüi — a)(ü>2 — a)... (ai, — a) 

sein. Sind die co dieser Bedingung gemäss gewählt, so lassen sich die Trans- 
formationsbedingungen fttr jedes t befriedigen. Daraus folgt aber, dass in 
J{a) alle voneinander unabhängigen Invarianten von G enthalten sind und 
die Anzahl derselben n ist. Endlich folgt fär das System (^.), dessen Voll- 
ständigkeit durch die Gleichung (i?.) nachgewiesen ist, dass dasselbe genau n 
überzählige Gleichungen enthält. In der That findet man leicht, dass der Ausdruck 

fär jede Function 77 verschwindet, wenn man die Coefficienten fi aus einer 
der folgenden Gleichungen wählt: 

Mil' = /.. 

a 

/lig> = £liahhiu u- 8. W. 



ab 
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Die invariantiven Eigenschaften dieser ebenfalls zuerst von Herrn 
Borchardt (in der oben erwähnten Abhandlung) eingeführten Ausdrücke er- 
geben sich ohne Weiteres aus (C). Mittelst derselben findet man leicht, dass 

i 
allgemein /i^^^ der Coefficient von ^^ in der absteigenden Entwicklung von 

d\ogJ(x) 

ist. Bei der Wichtigkeit der Ausdrücke /i^ für die Untersuchung der Gleichung 
J[a)=^0 war es nicht ohne Interesse, die eigenthümliche Bedeutung nach- 
zuweisen, welche ihnen in der Theorie der bilinearen Functionen zukommt. 

Zürich, 27. December 1867. 
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Ueber bilineare Formen. 

(Von Herrn Kronecker.) 



Vorgetragen in der Sitzung der phys.-math. Klasse der Berliner Akademie vom 15. October 1866 *). 



JL/urch mfindliche Mittheilungen meines Freundes Weierstrcus habe ich 
seit längerer Zeit Kenntniss von seinen Untersuchungen Ober die allgemeinen 
6^- Functionen d. h. fiber nfsch unendliche, aus Gliedern von der Form 

ßG (M, , 1/, , ... w^ ; y, , I ,, ... v„) 

zusammengesetzte Reihen, in welchen G eine ganze Function zweiten Grades 
der n Variabein u und der n Summationsbuchstaben r bedeutet. Die Coef- 
ficienten der ganzen Function G bilden die Parameter der 0- Functionen und 
sind einzig und allein den fQr die Convergenz der Reihen errorderlichen Be- 
dingungen unterworfen. Diese allgemeinen (9- Functionen werden in den er- 
wähnten Weierstrcusschen Untersuchungen auf speciellere zurückgeführt, die 
von nur J«(» + l) Parametern r^^ abhängen, welche den Gleichungen: Ta = r,^ 
genfigen, im Uebrigen aber bloss durch die für die Convergenz der Reihen 
nöthigen Bedingungen eingeschränkt sind; und für die Transformation dieser 
(9- Functionen werden folgende Relationen zwischen den ursprünglichen Para- 
metern T und den entsprechenden transformirten r' erlangt: 



r,s 



Hierin sind für p und q die Zahlen 1 , 2, 3, ... n zu setzen, die in 
Bezug auf r und s zu machenden Summalionen erstrecken sich ebenfalls auf 
die Zahlen 1, 2, 3, . . . n, und die An^ ganzen Zahlen m sind kurzweg dadurch 
zu charakterisiren, dass sie die Coefficienten einer Substitution für je 2n Va- 



*) Da in der vorstehenden Abhandlung des Herrn Ckristoffel auf meine im Monats- 
bericht der Akademie erschienene Notiz „über bilineare Formen*' hingewiesen wird, 
so dürfte ein Abdruck derselben an dieser Stelle motivirt sein. Das specielle Problem, 
welches mir zu den Untersuchungen über bilineare Formen Anlass gab, führte mich 
naturgemäss auf diejenigen bis dahin noch nicht behandelten Transformationen, bei 
denen für beide Variabein -Systeme identische Substitutionen angewendet werden, und 
dadurch ferner zur Aufstellung einer neuen Normalform, einer die Coefficienten der- 
selben bestimmenden Determinante und derjenigen Formen, welche ich beigeordnete 
genannt habe. 
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riable x^^ 0^2, .. . ^2»; tfi^ tfi^ • • • ^2» bilden, durch welche die bilineare Form: 

in ein ganzes Vielfaches ihrer selbst übergeht. 

Ich brauche den zu erwartenden eigenen Mittheilungen meines Freundes 
Weierstrass über seine hier erwähnten Untersuchungen nicht weiter vorzugreifen, 
da das Gesagte genügt, um die Veranlassung zu meinen rein algebraischen 
Arbeiten darzulegen, von denen ich im Folgenden einen hurzen Auszug geben 
will. Ich suchte nämlich die Bedingungen zu ermitteln, unter denen die trans- 
formirten Parameter x den ursprünglichen oben mit r bezeichneten gleich 
werden, und bin dadurch auf die allgemeine Untersuchung derjenigen Trans- 
formationen bilinearer Formen von je 2n Variabein x und y geführt worden, 
bei welchen die Substilutionscoefficienten für beide Systeme von Variabein 
identisch sind. In der That ist der Zusammenhang jener Frage mit der er- 
wähnten Art von Transformationen bilinearer Formen^ von welcher nunmehr 
ausschliesslich die Rede sein soll, einerseits schon durch die Charakterisirung 
der Zahlen m gegeben, andrerseits aber wird ein solcher Zusammenhang noch 
durch die folgende Betrachtung hergestellt. Wenn man die obige Relation 
zwischen den Grössen r und r' mit x^.y^ multiplicirt und alsdann in Beziehung 
auf alle Werthe von p und q summirt, so erhält man eine Gleichung, die 
durch Einführung der Bezeichnungen x^^,.y y^^,. für die Summen: 

p M- f ^ ^^^ 

die Form annimmt: 

wo in Bezug auf t von 1 bis 2n und in Bezug auf r von 1 bis n zu sum- 
miren ist. Wenn man nun f^^ = + 1 oder = — 1 setzt, je nachdem der Index 
k zu der ersten oder der zweiten Hälfte der Zahlen 1, 2, 3 ... 2» gehört, 
und wenn man ferner sowohl bei den Coefficienten als bei den Yariabein der 
bilinearen Formen Indices, weiche grösser als 2n sind, in dem Sinne zulässig 
dass darunter deren kleinste positive Reste modulo 2n zu verstehen sind, so 
nimmt die obige Gleichung die einfachere Gestalt an: 

und die Summation ist hier in Beziehung auf t und k auf die Werthe 1, 2, 3 ... 2« 
auszudehnen. Man kann hiernach den Zusammenhang zwischen den Grössen r 
und t' vollständig dadurch charakterisiren, dass die bilineare Form: 
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welche mit M(x,y) bezeichnet werden soll, vermöge der SubstUationen : 

identisch verschwinden muss. Sollen also die Grössen r' den Grössen r gleich 
werden, so sind dieselben in der Weise zu bestimmen, dass die bilineare 
Form der Variabein x, y\ in welche M{x,y) durch eine Transformation: 

V 

übergehl, für x'^.^r = y'n-\-r =^ identisch verschwindet. Für r sind hier stets 
sämmtliche Zahlen 1^ 2, ... n zu setzen, damit die sämmtlichen neuen Va- 
riabein durch die alten ausgedrückt erscheinen. Die angegebene Transformation 
ist eine für beide Systeme von Variabein übereinstimmende, also eine von 
denjenigen Transformationen bilinearer Formen, welche hier überhaupt nur 
betrachtet werden sollen. Aber von der specielleren Beschaffenheit jener 
Transformationen kann abgesehen werden, da offenbar aus jeder Transformation 
von M(x,y) in eine Form M\x\y')^ die für x^^^ = y^^^ = verschwindet, 
n lineare Gleichungen zwischen den je 2n Variahein x und y, also auch im 
Allgemeinen je n Relationen von der Form: 

hervorgehen, unter deren Anwendung M{x,y) identisch gleich Null wird. 

Die einfachste specielle bilineare Form, welche verschwindet, wenn 
man die zweite Hälfte der Variabein x und y gleich Null setzt, ist die Form: 

£ ^k^uyn-^-ki 

welche ich ^Normalform^ nennen will , weil jede bilineare Form in dieselbe 
transformirt werden kann. Diese Reduction der bilinearen Formen von je 2n 
Variabein auf die angegebene Normalform ist von der wesentlichsten Bedeutung, 
indem dadurch nicht bloss die obige Frage nach den speciellen Werthen der 
Grössen r erledigt sondern auch die allgemeine Transformation irgend einer 
bilinearen Form in eine andere vermittelt wird. Das Problem einer solchen 
allgemeinen Transformation zweier gegebener Formen: 

^««riP.y*, J:a;i,Xiy\, 
in einander, welches also — wenn c.^ die 4»^ Substitntionscoefficienten be- 
deuten — durch die Gleichung: 

^^ik^iyk = ^OghCgiChkXiyjt, 
dargestellt wird, erfordert swar die Erfüllung von An^ Bedingungsgleichungen 

35» 
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für die gleiche Anzahl Coefficienten e und erscheint hiernach als slels lösbar 
und bestimmt, in der That aber ist dies nicht der Fall, da mit den Formen: 

gleichseitig die transponirten Formen: 

durch eben dieselbe Transformation in einander übergehen müssen. Hiernach 
muss, wenn u und r> zwei unbestimmte Variable bedeuten, die Gleichung: 

durch die Substitution: 

Xi = 2:cih Xu y Vi = ^Ca y'h 

erfüllt werden. Bezeichnet man die Determinante eines Systems von Grössen 
b,i^ durch: |6,jb|? so erhalt man für die Zulfissigkeit der Transformation jener 
beiden bilinearen Formen in einander die Bedingung: 

Da beide Seiten dieser Gleichung ganze symmetrische Functionen des 2»*''" 
Grades von u und e enthalten und die Coefficienten von (fi^" + «^*) überdies 
identisch sind, so repräsentirt dieselbe n Relationen zwischen den Coefficienten 
a und a' , welche für die Transformation der beiden bezüglichen Formen in 
einander erforderlich sind. Dieselben sind aber, wie sich zeigen wird, auch 
ausreichend, da beide Formen auf eine und dieselbe Normalform reducirt 
worden können, wenn, wie jetzt vorausgesetzt werden soll, die Determinante: 

als Function von u und e betrachtet, keine gleichen Factoren dnthftlt. Diese 
Determinante, welche für die bilinearen Formen von besonderer Bedeutung 
ist, Ifisst übrigens noch mannichfache Umformungen zu, von denen ich nur 
eine hier hervorheben will. Bezeichnet man nfimlich mit a^^ die Coefficienten 
des dem Substitutionssysteme On, entgegengesetzten Systems, so wird: 

wenn, wie von jetzt ab stets geschehen soll, (^^ = 1 oder (^^ = genommen 
wird, je nachdem die Indices i und k einander gleich oder von einander ver- 
schieden sind. Bei Einführung dieser Bezeichnungen erhfilt man für die obige 
Determinante die Relation: 
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Wenn die bilineare Form, deren Coefficienten a^ sind, durch eine 
Substitution mit den Coefficienten e.^ auf die Normalform: 

reducirt werden soll, so muss den vorstehenden Ausführungen gemäss: 



werden, wenn: 



^{uaa+eati)Xiy, = JS (uXH+^K-}.h)^hyn+h 



Xi ^£co,Xh, yi = ^ ^if^y'h 



und in Folge dessen: 

Xh = ^YhkX,, y'h = -f n^y* 

gesetzt wird, wobei die Coefficienten c und y durch die Relation: 

^Cih^hk = ^ik 

mit einander verbunden sind. Da die Normalform mit den Coefficienten X^ 
wenn man darin p^Xk für x^ und p*yi für yl setzt, in: 

^KPkPfH^kiJ^'kyn-{^k 

übergeht, so folgt, dass bei derReduction einer beliebigen Form auf die Normal- 
form sowohl für deren Coefficienten a als für diejenigen der Substitution c 
nur die Quotienten: 

h Cih 



K^k ' Ckh 

bestimmt sein können. Für diese Quotienten aber ergeben sich die nothwendigen 
Bedingungen, wenn man in der obigen Transformations -Gleichung die Variabeln 
X durch x' und die Variabein y' durch y ersetzt. In der That erhftlt man 
alsdann : 

so dass die 2n Yerhfiltnisse Ij^ : A.^^ durch die 2n Wurzeln der reciproken 
Gleichung : 

gegeben werden, während sich die YerhAltnisse c^a^^m alsdann aus den 2n 
Gleichungen : 

für Xr= 1, 2, ... 2n bestimmen. Es ist aber nunmehr noch zu zeigen, dass 
oder iti wie weit diese Bestimmung der Coefficienten c und X der Aufgabe 
genügt. Zu diesem Zwecke denke man sich die Determinante 
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in irgend einer Weise in die 2n linearen Factoren 



uv^^eUr 



zerlegt, jedoch so dass r«^., =w,., fi„^^ = f?^ wird. Ferner seien di„{u,e) die 
Unterdeterminanten von {«faM + ^^^h so dass: 

also auch: 

wird. Setzt man nun: 

so ergiebt schon die Summation Ober t allein, dass 

sein muss, und ebenso ergiebt die Summation über k die Gleichung: 

Da — ^ der Voraussetzung nach von — ^ verschieden ist, so folgt: 

A, = Br, = 0. 
Ferner erhält man leicht die Relation: 

A — R 

und mit Hilfe dieser Beziehungen zwischen den Grössen A und B ergiebt 
sich die Identität der auf i, k, r, s = i^ 2^ . . . 2n auszudehnenden Summe: 

mit: 

Die Identität dieser beiden Snmmenausdrücke, in welchen die Coefficienten p 
ganz willkürlich bleiben, setzt die Reduction einer Form: 

auf die Normalform mittelst der Substitution: 

in Evidenz, und die Coefficienten c^ werden hiernach in der allgemeinsten Weise 
durch die Gleichung: 

Cik = Pk'dih(nk,tk) 
bestimmt. 
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Der bilinearen Form mit den Coefficienten Ui^ ist in gewisser Hinsicht 
eine andere beigeordnet, welche aus derselben durch die Substitution: 

entsteht. Sind nämlich die Grössen a, wie oben, durch die Gleichung 

k 

für alle Indices i, h bestimmt, so erhält man die Relation: 

für die beiden einander beigeordneten Formen. Wenn die Coefficienten der 
Substitution, mittelst deren die beigeordnete Form auf die Normalform ge- 
bracht wird, mit c bezeichnet werden, so besteht zwischen den Coefficienten 
e und c die Beziehung: 

welche für die nunmehr wieder aufzunehmende Ermittelung der Grössen r 
von Bedeutung ist. 

Wenn eine bilineare Normalform, deren Coefficienten k sämmtlich von 
einander verschieden sind, dadurch gleich Null werden soll, dass die je 2» Va- 
riabein durch je n übereinstimmende Relationen mit einander verbunden werden, 
so kann dies nur in der einfachen Weise geschehen, dass die eine Hälfte der 
Variabein selbst gleich Null gesetzt wird. Es kann hierfür stets die letzte 
Hälfte genommen werden, sobald man keinerlei Voraussetzung über die An- 
ordnung der Variabein macht. Hiernach bestimmen sich die Coefficienten r 
in den Relationen: 

für welche 

^^ik^iVk = 
werden soll, aus den Coefficienten c durch die Gleichungen: 

Für die Indices p, q, r sind hier überall nur die Zahlen 1, 2, ...» zu setzen. 
Die Variabein der Normalform und also die zweiten Indices der Coefficienten 
c werden in einer derjenigen Anordnungen vorausgesetzt, für welche {c,^| 
nicht verschwindet. Alsdann Ifisst sich für die zu der beigeordneten Form 
gehörigen Coefficienten c' die Gleichung: 

herleiten. Hiernach stehen irgend 3wei einander beigeordnete Formen in der 
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gegenseitigen Beziehung, dass wenn die eine vermöge der Relationen: 

verschwindet, die andere durch die transponirten Substitutionen: 

auf Null reducirt wird. Wenn also die beigeordneten Formen abgesehen von 
einem constanten Factor einander gleich und demgemäss die Coefficienten c 
und c' mit einander identisch anzunehmen sind, so muss '^qr = '^,q sein. Dies 
findet in der That statt, wenn a^ = e^mi^^^t genommen wird, wodurch übrigens 
fär die Bestimmung der Coefficienten c aus der obigen Gleichung zwischen 
c und c' die Relationen 

Chi = ^i^^hh Ch, I fVitHjth - ^kh I == 

hervorgehen, und man kann das Resultat folgendermassen aussprechen: 

^Wenn die Zahlen m^ die 4n^ Substitutionscoefficienten für die Trans- 
formation der Form: 

in ein Vielfaches ihrer selbst bilden, so giebt es spmmetrisciie Systeme 
von «^ Grössen r, für welche die Form: 

verschwindet, wenn darin: 

^^-^q = -2'r^, ^r, yn^q = ^^q,y, 

gesetzt wird. Unter der Annahme, dass die Determinante 

aus lauter verschiedenen Linearfactoren: 

bestehe, lassen sich sämmtliche Systeme von Grössen t rational aus den 
Grössen u^j v^ bestimmen. Wenn nämlich eine Hfilfle derWerthe ti^, Vt 
irgendwie ausgewählt wird, jedoch so dass nicht zwei um n verschiedene 
Indices k darunter vorkommen, und man bezeichnet die Unterdeterminanten 
der obigen Determinante mit d^j, {u, f>), so werden die zu einem und dem- 
selben Systeme gehörigen Grössen r durch diejenigen Gleichungen ge- 
geben, welche aus: 

1=11 

fQr die ansgewfthlten n Indices k und fttr 9 = 1, 2, ... » entstehen.*^ 
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Eine besonders bemerkenswerthe Beziehung zwischen den Grössen r 
und den zugehörigen bilinearen Formen besteht darin, dass transformirten bi- 
linearen Formen Iransformirte Grössen r entsprechen, vorausgesetzt dass die 
Coefficienten der Transformation selbst ein System m^ bilden. Wenn nämlich 
die Grössen ?' zu der Form ^hmi^n^k^ijfk und die Grössen t zu derjenigen 
Form geiiören, welche aus jener durch die Substitution: 

a?; = 2; wiA, Xh, y'i = 2: m;,i tfh 

n n 

hervorgeht, so besteht zwischen den Grössen r und r genau die im Anfang 
dieser Mittheilung angegebene Relation, welche die einen als transformirte 
der andern charakterisirt. Die arithmetische Theorie der Grössensysteme r 
ist sonach auf die der bilinearen Formen M[x^y) zurückzufahren, und diese 
bilden eine in sich abgeschlossene Gattung von Formen, welche bei Trans- 
formationen der bezeichneten Art nur in einander übergehen und welche, 
wenn die Coefficienten m symmetrisch sind, durch quadratische Formen jener 
besonderen Gattung ersetzt werden können, welche Herr Hermite für den Fall 
n = 2 zuerst aufgestellt und behandelt hat. 

Es muss hervorgehoben werden, dass nicht alle Werthe der Grössen 
Ty welche auf die angegebene Weise resultiren, die für die Convergenz der 
0- Reihen nothwendigen Bedingungen erfüllen. Ferner ist zu bemerken, dass, 
wenn die Gleichung: 

gleiche Wurzeln enthält, die Grössen r theilweise unbestimmt bleiben, d.h. 
es existiren in diesem Falle gewisse Functionen von einer oder mehreren 
Yariabeln, die für r^^ gesetzt der Aufgabe genügen. Ich will indessen auf 
diese eine genauere Untersuchung erfordernden Punkte nicht näher eingehen, 
sondern nur noch gewisse Eigenschaften der Zahlen m hervorheben, welche 
für die hier berührten Fragen von Bedeutung sind. 

Die Gleichungen, denen das System der Zahlen m genügt, bleiben auch 
bei der Zusammensetzung solcher Systeme bestehen. Dies geht unmittelbar 
daraus hervor, dass die Zahlen m die Coefficienten der Substitution für die 
Transformation einer gewissen Form in ein Vielfaches derselben bilden. Auf 
dergleichen Substilutions- Systeme, deren Eigenschaften bei der Zusammen- 
setzung erhalten bleiben, habe ich bereits vor längerer Zeit bei Gelegenheit 
anderer algebraischer Untersuchungen meine Aufmerksamkeit gerichtet und 
von denselben namentlich zur Bildung von Affeetfunctionen Gebrauch gemacht. 
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Um solche Systeme herzustellen bedarf es nur der Auffindung von Formen, 
welche unendlich viele Transformalionen in sich selbst zulassen, und wenn 
bereits derartige Formen bekannt sind, so kann man daraus neue ableiten, in- 
dem man Formen, die sowohl in sich selbst als in einander transformirbar sind, 
zu einander addirt. In dem oben angegebenen Falle sind es z. B. die n in 
sich selbst Iransformirbaren Formen: Xky^^k—^n-^kyk9 deren Summe eine Form 
bildet, welche Transformationen in sich selbst gestattet, und man sieht leicht, 
in welcher Weise sich namentlich die Verallgemeinerung für Determinanten 
höherer Ordnung gestaltet. Nach diesen Andentungen über allgemeinere Systeme 
bemerke ich zuvörderst in Bezug auf dasjenige, durch welches die Form: 
^^k^ki/n-^k in sich selbst übergeht, dass dessen Elemente m.^ sich rational durch 
n{2n'\-i) von einander unabhängige, ein symmetrisches System bildende Grössen 
y^j^ ausdrücken lassen. Bringt man nämlich die Elemente des dem Systeme 
{f^ik+^ik) entgegengesetzten Systems auf die Form: 

H^k^i,n^k+^ik)'> 

so sind die Grössen m und v offenbar durch einander rational ausdrückbar, 
und es bestehen vermöge der Eigenschaften des Systems m für die Grössen 
r die Relationen: Va^^Vki- Durch diese Zurückführung der Systeme m auf 
symmetrische Systeme v wird indessen nur die Auffindung aller rationalen^ 
nicht aber die aller ganzzahligen Elemente einer Transformation der Form: 
^e^x^yn^k in sich selbst ermöglicht. Hierzu dient vielmehr ein Princip der 
Reduction von gegebenen Substitutions- Systemen auf „elementare^^, welches 
auch auf die allgemeineren vorhin charakterisirten Systeme anwendbar ist. 

Wenn man auf eine Substitution zweiter Ordnung mit ganzzahligen 
und vorläufig positiv anzunehmenden Coefficienten : 

yi = axi + bx2^ ya = cxi + dx^ 
successive nnd abwechselnd die weiteren Substitutionen: 

3J| ^= ip2 , Xi — ^ -^ X2 

a?i = Xi — pXi 9 X2=^ X2 
anwendet, und hierbei für die Zahlen p die Theilnenner nimmt, welche bei 

der Entwickelung von — in einen Kettenbruch mit den Zählern: —1 auftreten, 

90 reducirt sich hierdurch schliesslich in der Reihe der neuen Coefficienten 
b einer auf Null. Ist aif~6e = l, so werden hiernach die zugehörigen Co- 
efficienten a nnd d gleich Eins, und eine Folge von drei ferneren Transfor- 



Kronecker, über bilineare Farmen. 283 

mattonen der obigen Art bringt auch den Coefficienten c auf Null. Da Ober« 
dies eine Folge von Substitutionen der ersten Art jede zulässige Zeichenänderung 
der Coefficienten bewirkt und die der zweiten Art offenbar aus solchen zu- 
sammengesetzt werden können, in denen p = i ist, so ergiebt sich, dass jedes 
ganzzahlige Substitulionssystem zweiter Ordnung mit der Determinante 1 aus 
den beiden elementaren Systemen: 

0, -1 . 1. 1 

und ^ ^ 

1, 0, 1 

zusammengesetzt werden kann. Die Zusammensetzung von Systemen ist dabei 
stets in der Weise zu nehmen, wie sich dieselbe durch successive Trans- 
formation der Variabein ergiebt, so dass ein aus der Aufeinanderfolge von 
Systemen' a^ und bm entstehendes System Cn durch die Gleichung : 

Cif: = 2:aif,bf,j^ 

n 

bestimmt wird. — Da der angegebene, mit dem Keltenbruchsverfahren über- 
einstimmende Process der allmäligen Verkleinerung zweier ganzzahliger Ele- 
mente einer Horizontalreihe ohne Weiteres auf ein beliebiges ganzzahliges 
Substitutionssystem i»*"*" Ordnung angewendet werden kann, so sieht man, dass 
auf diese Weise zuvörderst nach einander die zur Rechten der Hauptdiagonale 
stehenden Glieder der ersten, zweiten, dritten etc. Horizontalreihe und, falls 
die Determinante gleich Eins ist, alsdann auch die auf der linken Seite be- 
findlichen Glieder auf Null reducirt werden können. Die Zahl der hierzu nur 
erforderlichen elementaren Systeme ist genau gleich n, und zwar kann man 
dazu diejenigen wählen, welche durch die folgenden Transformationen der 
Variabein bezeichnet sind: 

1. Xi = —x'k^ Xf, = x[^ und wenn i^k: Xi = x'i^ 

wo nach einander Ar = 2, 3, ...ii zu setzen ist; 

2. Xi== x'i + Xir und wenn i>l:aj, = aj-. 

Jedes ganzzahlige Substitutionssystem n*^' Ordnung mit der Determinante Eins 
kann also als eine Aufeinanderfolge der angegebenen n elementaren Systeme 
betrachtet werden, und diese Zerlegung beliebiger Systeme in elementare, 
welche Obrigens in gewisser Hinsicht eine bestimmte ist, hat auch für die 
arithmetische Theorie der Formen ihre besondere Bedeutung. 

Um nunmehr zu der analogen Zerlegung der obigen Subslitutionssysteme 
m in elementare überzugehen, bemerke ich zuvörderst, dass jede Transfer- 
Mation einer Summe von Formen: Xi,y„^i,--Xn^iPk in sich selbst ans denjenigen 

36». 



284 Kronecker, über bilineare Formen. 

sich zusammensetzen lassen muss, welche eine dieser Formen in sich selbst 
und aus denjenigen, welche sie in eine der flbrigen verwandelt. Demgemdss 
ergeben sich mit Rücksicht auf obige Ausführungen zwei elementare Trans- 
formationen der ersteren und n der letzteren Art, ndmlich: 

1. Äj Xi = a?x I •''ii+i • 

WO nach einander 2, 3, ... i? für /r zu setzen ist; 

IL 2) iTi = ici 4- a?1^2 ^ iPi = ^2 + i^l+i . 

Hierbei sind der Einfachheit wegen überall diejenigen x weggelassen 
worden, welche den entsprechenden x' gleich zu setzen sind. — Es lässt sich 
nun in der That jede beliebige ganzzahlige Transformation der Form: 2:ej,Xkyn-^k 
in sich selbst in eine Folge der angegebenen (i»+2) elementaren Transfor- 
mationen zerlegen, nnd die zu dieser Zerlegung erforderliche Reduction eines 
beliebigen ganzzahligen Systems m mit der Determinante Eins kann in fol- 
gender Weise bewirkt werden: 

Erstens sind mit Hülfe der elementaren Substitutionen nach der oben 
angegebenen Methode diejenigen Glieder m^, zu vernichten, in welchen «>>r 
ist, sowie diejenigen Glieder w^^,^«, in welchen s^r ist, wobei die Indices 
r und s stets nicht grösser als n zu nehmen sind. Alsdann sind vermöge 
der Eigenschaften der Zahlen m nothwendig sämmtliche Glieder »i;.^«^« gleich 
Null, und also die Zahlen m,^ sämmtlich gleich Eins. — Zweitens sind 
hierauf die Glieder m^,, für welche r>« ist, auf Null zu reduciren, und es 
verschwinden in Folge dessen von selbst die Glieder m„+^^„^,^ für welche r 
und 8 verschieden sind, wahrend die Zahlen m«^^,,^.;, = l werden. — Drit- 
tens sind endlich nunmehr auch die noch übrigen Glieder m^^r.H nii^ Hülfe 
der elementaren Substitutionen zu vernichten, so dass nur die Zahlen m^^ 
welche sfimmtlich gleich Eins sind, übrig bleiben. 

Wenn die Determinante der Zahlen mn, von Eins verschieden ist, so 
treten bei der angegebenen Reduction mittelst elementarer Systeme in den 
Diagonalgliedern — statt der Zahl Eins — Theiler der Determinante auf, 
und es lassen sich hiernach nicht mehr sfimmtliche ausserhalb der Diagonale 
stehenden Glieder auf Null reduciren. Aber man erhAlt durch dieses Verfahren 
die sSmmtlichen nicht Äquivalenten Substitutionssysteme irgend einer von Eins 
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verschiedenen Determinante und die bezOgiichen Resultate sind als Verall- 
gemeinerungen derjenigen anzusehen, welche Herr Hermite in seiner Ab- 
handlung über die Transformation der Abelschen Functionen für den Fall n = 2 
gegeben hat. 



Ich habe den vorstehenden Ausführungen die Bemerkung hinzuzuffigen, 
dass mir vor dem Abdruck des obigen Auszugs aus meiner am 15. October 
gehaltenen Vorlesung, nämlich am 31. desselben Monats, das inzwischen er- 
schienene Werk von Clebsch und Gordan über Abelsche Functionen auf gütige 
Veranlassung der Herren Verfasser zugekommen ist. Die Entwickelungen im 
§. 86 dieses Werkes, wo die Aufgabe alle ganzzahligen Systeme m aufzufinden 
behandelt wird, sind den meinigen analog, wenn auch nicht bis zu denselben 
einfachsten Resultaten durchgeführt; sie stützen sich aber ebenfalls wesentlich auf 
das oben dargelegte Princip der Reduction beliebiger Substitutionssysteme auf 
elementare, und es wird dabei die Idee einer solchen Reduction als mir an- 
gehörig in einer Note bezeichnet, deren etwas unbestimmte Fassung mich zu 
einer Darlegung des Sachverhäitnisses veranlasst. In der That habe ich bereits 
vor acht Jahren das Problem, die sämmtlichen ganzzahligen Systeme i» dar- 
zustellen, durch die obige Methode gelöst und eine vollständige schriftliche 
Auseinandersetzung derselben im Februar 1859 meinem Freunde Weierstrass 
übergeben, welcher sie bei einer damaligen Bearbeitung seiner Theorie der 
allgemeinen Abelschen Functionen benutzen wollte. Die Methode ist überdies 
durch private Mittheilungen so wie durch meine an der Universität gehaltenen 
Vorlesungen seit Jahren mehrfach bekannt geworden. Indessen könnte jene 
Note in dem Werke von Clebsch und Gordan sich auch auf unmittelbare münd- 
liche Mittheilnngen beziehen, welche ich über die Reduction der Systeme und 
deren Anwendung auf die Transformation Abekcher Functionen Herrn Gordan 
bei seiner vorjährigen Anwesenheit in Berlin gemacht habe. 



1286 



lieber eine Transformation der hydrodynamischen 

Gleichungen. 

(Von Herrn H, Weber in Heidelberg.) 



Jljs ist seit den Untersuchungen DkicMets hinlänglich bekannt, welchen 
Vorzug die sogenannte Lagrangesche *) Form der Gleichungen der Hydrodynamik 
vor der Eulerschen Form voraus hat, dass nämlich das Gebiet der unabhän- 
gigen Variablen bei der ersteren ein für allemal gegeben ist, während in der 
zweiten Form dieses Gebiet wenigstens in den meisten Fällen erst von den 
zu suchenden unbekannten Grössen abhängt. Daher übersteigt die Behandlung 
der £?//erschen Gleichungen in allen den Fällen, wo die äussere Gestalt der 
flfissigen bewegten Masse nicht ungeändert bleibt, oder sich dieselbe nicht 
allerseits ins Unendliche erstreckt, bei weitem die Kräfte der heutigen Ana- 
lysis, mehr als dies bei den Lagrangeschen Gleichungen trotz ihrer ver- 
wickeiteren Form der Fall ist. Dem ungeachtet ist dio Zahl der Probleme, die 
bis jetzt auf Grund der Lagrangeschen Gleichungen gelöst worden sind^ eine 
ungemein geringe, und selbst die allgemeine Theorie dieser Gleichungen scheint 
mir noch nicht die Höhe erreicht zu haben, deren sie fähig ist. So ist na- 
mentlich die Frage noch nicht beantwortet, welchen Nutzen man für die In- 
tegration der La^roi^^^schen Gleichungen ziehen kann aus der Annahme eines 
Geschwindigkeitspotentials, eine Annahme, wodurch die Eulerschen Gleichun- 
gen so ausserordentlich vereinfacht werden. Da die Voraussetzung des Ge- 
schwindigkeitspotentials nicht bloss eine analytische, sondern eine physikalische 
Vereinfachung des Problems ist, so muss auch in der Lcigrangeschen Form 
der Gleichungen durch dieselbe eine Erleichterung herbeigeführt werden. 

Ich werde im Folgenden eine Form der hydrodynamischen Gleichungen 
entwickeln, in der ihnen der wesentliche Vortheil der Eylerschen Gleichungen 
zukommt, nämlich dass die darin vorkommenden DiiTerentialquotienten nur von 
der ersten Ordnung sind, und dass die Bedingung der Existenz eines Geschwin- 
digkeitspotentials sofort eingeführt werden kann, und zwar ohne die Zahl der 



*) Ich bediene mich der gewöhnlichen Bezeichnung wiewolil es mir nicht un- 
bekannt ist; dasS; wie Herr Hatikel bemerkt hat; beide Formen der hydrodynamischen 
Gleichungen von Euler herrühren. 
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unbekannten Functionen und der DiiFerentialgleichungen zu vermehren. Diese 
Gleichungen erster Ordnung haben zwar nicht die Einfachheit der £ti/erschen 
Gleichungen, besitzen aber gleichzeitig den Yortheil der Lo^grangeschen Glei^ 
chungen, nämlich dass das Gebiet der unabhängigen Veränderlichen unver- 
änderlich und gegeben ist. 

§ 1. 
Ich gehe von der bekannten Form der Ltigrangeschen Gleichungen aus. 
Bezeichnen x y z die rechtwinkligen Coordinaten eines Flfissigkeitstheilchens, 
dessen Coordinaten beim Beginn der Bewegung a b c sind; bezeichnet ferner 
p den Druck, q die Dichtigkeit, V das Potential der wirkenden Kräfte, alles 
bezogen auf das Theilchen abc zur Zeit t^ so sind diese Gleichungen folgende: 

d^x dx d^y dy d^z dz dV i dp __ ^ 
(1 ) ) ^'^ öa; d^y dy dh ^^_jö_K i _!. ^^ _ a 

^ dt' db +"öF db "^ de 'dF 'db"^ Q db '^ ' 

d^x dx d'^y dy d^z dz ^^ ■ JL ^P __. n 

Dazu kommt für incompressible Flüssigkeiten die Gleichung 

^^'J ^^^^-dF de - ^ 
und für Gase: 

r9M ^ . dx dy dz _ q^ 

^^'^ -'dF 'db de ^ Q ' 

WO (»0 die Dichtigkeit an der Stelle abc beim Anfang der Bewegung bedeutet. 
Für incompressible Flüssigkeiten ist (> eine Constante, die = 1 gesetzt werden 
kann, während bei Gasen q als eine erfahrungsmässig bekannte Function von 
p zu betrachten ist, so dass die Anzahl der Gleichungen der Anzahl der zu 
bestimmenden Functionen in beiden Fällen gleich kommt. 

Ich schicke einige Betrachtungen über die Grenz- und Stetigkeitsbe- 
dingungen voraus, welche erforderlich sind, um die unbekannten Functionen 
vollständig zu bestimmen. 

Die Ableitung der Gleichung (2.) und (2'.) setzt bekanntlich voraus, 
dass diejenigen Flüssigkeitstheilchen , welche zu irgend einer Zeit auf einer 
geschlossenen Fläche liegen, auch zu jeder anderen Zeit eine geschlossene 
Fläche bilden, und dass die Theilchen, welche innerhalb einer solchen Fläche 
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liegen, auch beständig innerhalb derselben bleiben, woraus unmittelbar folgt, 
dass die Oberfläche der ganzen bewegten Flüssigkeit beständig von denselben 
Theiichen gebildet wird. Diese Bedingung lässt sich analytisch so ausdrflcken, 
dass X y z zn allen Zeiten einwerthige^ stetige und für endliche Wertbe der 
Variablen endliche Functionen von a b c sein müssen, innerhalb des diesen 
Variablen zukommenden Bereichs, und dass den Grössen a 6 c als Functionen 
von X y z> betrachtet, dieselben Eigenschaften zukommen müssen. 

Die letzteren dieser Bedingungen sind aber wegen der Gleichungen (2,) 
oder (2\) Folgen der ersteren, wenn man noch die Bedingung hinzufügt, dass 

auch die Geschwindigkeiten -^, -^, -^ für alle Zeiten endliche und stetige 

Functionen von a b c sein sollen. 

Betrachtet man nämlich irgend zwei Functionensysteme: x y z^ x' y' z', 
welche sich auf zwei verschiedene Werlhe von / beziehen, und beide endliche 
und stetige Functionen von a b c sind, so müssen auch die x y* ä' endliche 
und stetige Functionen der x y z sein und umgekehrt, mithin auch ab c endliche 
und stetige Functionen von x y z. Denn bildet man die Diiferentialquotienten 
dx' 



dx 



• • * aus den Gleichungen : 



dx^ dx* dx , 3a/ dy , daf dz 



da dx da dy da dz da 



SO erhalten die Auflösungen den Nenner -Ti-g— -^ -^, welcher jedenfalls 
nicht verschwinden kann, da auch bei Gasen die Dichtigkeit nicht unendlich 

doP* doif 

und nicht Null werden kann. Die Differentialquotienten -g— , -3— ••• sind so- 
nach alle endlich und mithin die Functionen x y 2! in Bezug auf x y z endlich 
und stetig. 

Um den Nachweis zu führen, dass unter der Voraussetzung, dass x y z 
zu allen Zeiten einwerthige Functionen von a b c sind, auch nicht zwei Theii- 
chen, welche zu einer Zeit verschiedene Coordinaten haben, zu einer anderen 
Zeit dieselben Coordinaten haben können, betrachten wir zwei Flüssigkeits- 
theiichen, welche zur Zeit t respective die Coordinaten x y z, x' y z' haben 
mögen, und setzen voraus, dass x von x', y von y\ z von z' nur unendlich 
wenig verschieden sei. Wenn nun diese beiden Theiichen nach Verlauf des 
Zeitelements dt dieselben Coordinaten hätten, so mfisste sein: 
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Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit können die Theilchen xyz, x'y'z* auch 
beim Beginn der Bewegung nur unendlich wenig von einander entfernt ge- 
wesen sein. Bezeichnet man also die Unterschiede der Anfangswerthe der 
Coordinaten mit da, db, de, so lAsst sich immer eine unendlich kleine Grösse 
e der Art bestimmen, dass 

da = ea, db = sß, de = «y 

und dass die Grössen a [S y jedenfalls nicht alle drei unendlich 'klein sind. 
Dann lassen sich die obigen Gleichungen so schreiben : 

dx . dx r. , dx ^ j d^x d^x ^ , d^x \ .^ 



'M 



«2, 



•^ «^ o 

Sind nun die Functionen -^, -^, -^ zu allen Zeiten stetige und endliche 

Functionen von a 6 c^ so sind die fi «2 h unendlich kleine Grössen von der 
Ordnung dt, und wenn man die vorstehenden Gleichungen in Bezug auf die 
auf der linken Seite stehenden et ß y auflöst, so ergeben sich diese, da die De- 
terminante nicht verschwinden kann, gleichfalls als unendlich kleine Grössen 
von der Ordnung dt, was gegen die Voraussetzung ist. 

Wegen der Stetigkeit können auch nicht Theilchen zusammenfallen, 
weiche unmittelbar vorher durch eine endliche Strecke getrennt waren. Dem- 
nach reduciren sich die Stetigkeitsbedingungen auf folgende: die Coordinaten 

nir fitJ /IS 

xy z und die Geschwindigkeiten -^79 ■^^•^r müssen für alle Werthe von t ein- 
werthige, stetige und fflr endliche Werthe der Variablen endliche Functionen 
von a b c sein. 

Dazu tritt noch die eine Bedingung, dass entweder der Druck zu allen 
Zeiten eine stetige Function des Ortes ist, oder dass die Geschwindigkeiten 
stetige Functionen der Zeit sind; von diesen beiden letzteren Bedingungen ist 
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wegen der Gleichungen (1.) unter der Voraussetzung stetiger Krfifte die eine 
eine Folge der andern. 

Dazu kommen noch die Bedingungen des Anfangszustandes und der 
Grenzen. Die ersteren sind einfach die, dass zur Zeit < = 0, a? = a^ y=^f>y 

SS = c sein muss, und dass die Geschwindigkeiten -^r-, -^, -tt- für / = be- 
liebig gegebene Functionen Ui^^ «o, itu von a b c werden, welche bei incom- 
pressiblen Flüssigkeiten der Bedingung genOgen mflssen: 

Die Bedingungen, die während der ganzen Dauer der Bewegung an der Grenze 
erfüllt sein müssen, sind je nach der speciellen Natur des Problems sehr yer- 
schieden. Ist z. B. die ganze Oberfläche einer incompressiblen Flüssigkeit frei 
beweglich, so ist weiter nichts erforderlich^ als dass an der ganzen Oberfläche 
der Druck gegeben ist. Ist ein Theil der Oberfläche von festen oder bewegten 
Wänden gebildet, so müssen, der gewöhnlichen Annahme zufolge, die Theilchen, 
welche zu Anfang der Wand angehörten, während der ganzen Bewegung mit der 
Wand in Berührung bleiben, während an dem freien Theil der Oberfläche wieder 
der Druck gegeben sein muss. Aus physikalischen Gründen ist anzunehmen, dass 
durch diese Bedingungen die Bewegung eine vollständig gegebene ist. Der Nach- 
weis aber, dass auch mathematisch durch diese Bedingungen das Problem der In- 
tegralion der Gleichungen ein völlig eindeutiges ist, dürfte ziemlich schwierig sein. 

§. 2. 
Um nun die oben erwähnte Transformation der hydrodynamisch«! Glei- 
chungen auf Differentialgleichungen der ersten Ordnung durchzuführen, multi- 
plicirt man die Gleichungen (1.) mit dt und integrirt dieselben zwischen den 
Grenzen und l. Wendet man dann auf die drei ersten Glieder jeder dieser 
jGleichungen eine theilweise Integration an, welche wegen der vorausgesetzten 
Stetigkeitsbedingungen statthaft ist, und beachtet man, dass man für die untere 
Grenze < = hat: 

dx , dx ^ dx ^ 

'57 = ^' "ST""' "Sr^"' 
ilL _ o ^ - 1 ^» _ n 

dx _ dff _ ^ _ 

"öT"*^' -^-l»ü, -^-w„. 



V • .:.-v.i-.. .■ .* ,'.v.;- •; ..i Y .:f^-.,-t' 
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SO erhält man ohne Schwierigkeiten: 



dx dx . dy dp 8z dz _ dl 



dt da ' dt da ^ dt da ^' ~ da 

,rt V I dx dx dy dy dz dz ^ dX 

dx dx dy äy dz dz _ dl 



ö< de ' dt de ' dt de ^'' ~ de ' 
worin zur Abkürzung gesetzt ist: 

»=/^-/^+l((#)•+(■^)•+(l^)•)!*. 

Wenn man nun iL als eine neue abhängige Variable ansieht, so bilden 
die Gleichungen (3.) ein System partieller Differentialgleichungen erster Ord- 
nung, welche in Verbindung mit der Gleichung (2.) oder (2') und mit der 
neuen Gleichung 

der Zahl nach genügen, um die fOnf Functionen: x y z l p zn bestimmen, 
da J-^ als eine durch die Erfahrung gegebene Function von p zu betrachten 



P 



ist, welche im Fall einer incompressiblen FIflssigkeit, wo q constant ist, in — 
äbergeht, so dass, wenn man (»=1 setzt, die Gleichung (4.) fflr diesen Fall wird: 

(4.') f =F-,+ij(^)V(l)V(^)-!. 

Die Function l muss die Bedingung des Anfangszustandes erfOllen, dass 
flir < = 0, A = werde, was unmittelbar aus der Definition von l. hervorgeht, 
wAbrend die Bedingungen des Anfangszustandes fär die Geschwindigkeiten 

-^ -^ -7^ von selbst erfUlt sind, wenn die Functionen x y is A p die Glei- 
ch a< c< ' if r 

dinngen (3.), (4.) und die flbrigen Bedingungen des Anfangsznstandes be- 
friedigen. Die Gleichungen (3.), (4.) sind vollständig äquivalent mit den Glei- 
chungen (1.)) denn wenn man aus den ersteren iL durch Differentiation eliminirt, 
so gelangt man direct zu den Gleichungen (1.) zurück. 

$. 3. 

Durch diese Transformation sind nun die hydrodynamischen Gleichungen 
in der That auf Gleichungen der ersten Ordnung zurückgeführt. Allerdings 
ist dabei scheinbar die Zahl der unbekannten Functionen und der Differential- 

37 ♦ 
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gleichungen um eins vermehrt. Beachtet man aber, dass bei den incompressiblen 
Flüssigkeiten die Function p in den Gleichungen (3.)? (2.) gar nicht vorkommt, und 
dass selbst bei Gasen diese Function mittelst der Gleichung (4.) aus (3'.) eliminirt 
werden kann, so erkennt man, dass die Gleichungen (3.), (2.) oder (2'.) für 
sich integrirt werden können, und dass dann nachträglich die Function p aus 
der Gleichung (4.^^ bestimmt wird. In den Folien, wo die Function p an 
einem Theil der Oberfläche oder an der ganzen Oberfläche gegeben ist, kann 
die Gleichung {4.; oder (4'.) unmittelbar auf den Theil der Grenze angewandt 
werden, wo p gegeben ist, und enthält dann nur noch die unbekannten Functionen 
X y z und Ä. Sie vertritt in diesen Fällen die Stelle einer Grenzbedingung 
fOr diese Functionen und dient zur vollständigen Bestimmung derselben. Es 
ist also in der Tbat« was die Integration anlangt, die Anzahl der unbekannten 
Functionen nicht vermehrt worden. 

In dieser Form der hydrodynamischen Gleichungen lässt sich nun leicht 
auch die Voraussetzung eines Geschwindigkeitspotentials einführen. 

Man hat nur anzunehmen, dass die Functionen tr^ fu <^o die partiellen 
DilTerenlialquotienten einer Function u nach a b c sind. 

Man kann dann in den Gleichungen (3.) die Function // mit k ver- 
einigen, wodurch dieselben die Gestalt annehmen: 

«>r^ r^« o*^ O^ 

ox ex oy oy . c;s cg __ oa 
'W'^^^W ca '^ dt da '^ da^ 

ox ex dy 8y d* d% _ dl 

'cr'w^'or'eb"^'dr'ob' " db ^ 

dx dx . dy dy dz dz _ dX 
'cF'W'^'dr'dc"^ dt de '^ do^ 

Die Function A ist dann so zu bestimmen, dass sie zur Zeit < == nicht 
verschwindet, sondern n wird. Dadurch sind also die Functionen a^ «u ^u 
AUS den Differentialgleichungen entfernt und in die Bedingungen des Anfangs- 
Ku»lnndes verlegt, wodurch eine wesentliche Erleichterung des Problems der 
Integration der partiellen Differentialgleichungen herbeigefohrt wird. 

Heidelberg, im Oclober 1867. 
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lieber Kegelschnitte^ die einer gewissen Bedingung 

genügen. 

(Von Herrn G, Bauer in München.) 



J^eien <7 = und r=0 die Gleichungen zweier Kegelschnitte, also 
U-\-lV=0 die Gleichung eines Kegelschnitts, der durch die Durchschnitts- 
punkte von U und V geht; sei ferner c^ die Discriminanle von U + XV, so 
hat man 

wo A, A' die Discriminanten von U und V sind, 0, & aber Invarianten des 

Systems der beiden Kegelschnitte. Ist 

U= (a, b, c, d, e, f) [x, y, «), V = {a\ b\ c\ d\ e\ f) {x, y, «), 

so ist 

A = abc+2def-ad'-be'-cf, A' = a'6V+- •, 

= a'{bc-d') + b\ca'-e') + c'{ab-'f^) + 2d'(ef-ad)+2e\fd--be) + 2fXde-'Cf), 

und d' ergiebt sich aus 6 durch Vertauschung der Coefficienten von U und V. 

Wie Herr Salmon gezeigt hat, ist 0=0 die Bedingung, dass der Kegel- 
schnitt V einem zu U conjugirten Dreieck umschrieben ist. Dieselbe Bedingung 
= ist auch erfüllt, wenn die Seiten eines zu V conjugirten Dreiecks den 
Kegelschnitt U berühren *). 

Da vom ersten Grade ist in Bezug auf die Coefficienten von F, so 
giebt es in der Schaar von Kegelschnitten, welche durch vier Punkte gehen, 
nur einen Kegelschnitt W, der einem conjugirten Dreieck eines gegebenen 
Kegelschnitts S umschrieben ist. Betrachtet man die Schaar von Kegelschnitten, 
welche durch die Durchschnittspunkte von U und V gehen, so dass W von 
der Form U+lV ist, und bezeichnet man mit O^^s diejenige Invariante von 
W und S, in welche die Coefficienten von W im ersten, die von S im zweiten 
Grade eingehen, so ergiebt sich aus der Bedingung 0;^^^ = O, sogleich 

und mithin ist die Gleichung des Kegelschnitts W, der einem zu S conjugirten 



*) Salmon, Conics übers, v. Fiedler. Note VI. 
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Dreieck umschrieben ist, 

(1.) Or,sU-»ir,sVr=:0. 
Die Gleichungen von U und V können unter die Form gebracht werden 

(2.) U= y'-z'+aix'-'z') = 0, F = ^^-«^+«'(0:^-.«^) = 0, 
wo x = 0, y = 0, z = die Gleichungen der Seiten des Dreiecks sind, welches 
den Durchschnittspunkt der Diagonalen und die Durchschnittspunkte der Gegen- 
seiten des Vierecks {U^ V) zu Ecken hat. Ist S ein demselben Viereck um- 
schriebener Kegelschnitt, und 

(3.) j,^-aH*(ar^-j5^) = 

seine Gleichung, so ergiebt sich die Gleichung von W nach Entfernung des 
Factors (a'—a) (1+2&) in der Form 

(4.) f,^^z^ + K{x'^z') = 0, 

Während nun in der Schoar der Kegelschnitte U+lV ]e6em Kegelschnitte 
Sein Kegelschnitt f^ entspricht, entsprechen jedem Kegelschnitt ff^zwei Kegel- 
schnitte S, jSi, welche conjugirte Dreiecke haben, die dem W eingeschrieben 
sind. Die Parameter k^ ki derselben ergeben sich aus dem Werthe von K 

(5-) k} = -(^+K) + ^i+K+ir; 

dieselben sind mithin immer reell, wenn K es ist; auch ersieht man, dass 

(6.) kk, = K, *» = - ^ + ^ 



l + 2k 

Um nun die Gleichung der beiden Kegelschnitte Sy Si zu finden, welche dem 
Kegelschnitt fF entsprechen, ersetze man in Gleichung (1.) 17 durch S, so geht 
dieselbe, da 65^5= 3 A wird, wenn A die Discriminante von S bezeichnet, fiber in 

(7.) 3A.V-0r^S'S = 0. 
Sind V, S, W in der Form (2.), (3.), (4.) ausgedrückt, so wird 

3A.F-0.S = (a'-Ä)(l+2&)JF; 
wo A = -*(!+*), = -(a'-h2Ar+2a'&+Ä'). Setzt man in dieser Gleichung 
kl statt k^ so geht S in Sf| Aber, während V und W ungeändert bleiben. Ans 
beiden Gleichungen ergiebt sich sodann, wenn man fflr Ar und k^ ihre Werthe 
in K substituirt 

wo 

a = -9Ä^(l+/f) = 9V, wenn V die Discriminante von W^ 

/3 = 3Ca'+2ür+2a'/f+fir^) = -30r,w^, 

y = -3(ür+2a'+2a'Ä'+a'^) = +30'r,ir 



.'•."' 
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gefanden wird. Es ist also allgemein die Gieichnng der beiden Kegelschnitte 
Sy Si^ welche durch die Dnrchschnittspunkte von V und W gehen und con- 
jugirte Dreiecke haben, welche W inscribirt sind^ 

(8.) 3V. V^-er,Hr2V. W^&r^pT' W^' = 0. 

Ist V = 0, d. h. eerfällt Tf^ in zwei Gerade A, B, so zerfAüt die Gleichung 
(8.) in die Gleichung W=^0 und folgende 

(9.) Wr^^Y^&r^^.W^O^ 

einer der Kegelschnitte S^ S^ fällt also mit W zusammen, der andere, durch 
Gleichung (9.) dargestellt, ist derjenige Kegelschnitt, der durch die Dtirch- 
schnittspunkte von Y mit Ä und B geht, und fQr welchen der Pol der einen 
Geraden auf der andern liegt. Ist die Gerade B die unendlich entfernte Gerade, 
so ist der Kegelschnitt (9.) mit V ahnlich und Ähnlich liegend und hat die 
auf A fallende Sehne von V zum Durchmesser. 

Lösst man hingegen in (8.) V mit dem Kegelschnitt S zusammenfallen, 
so wird &jrj^:^S^g^O und .die Gleichung (8.) giebt sodann den Kegel- 
schnitt jS| ausgedrflckt durch S und W in der Form 

(10.) 3VS^05,^.2»F = 0. 

Diese Gleichung giebt zu irgend einem Kegelschnitt S den entsprechen- 
den iSi mit Hftlfe des Kegelschnitts W^ der durch Gleichung (7.) bestimmt 
ist. Man kann aber auch Si ohne Hülfe von W , unmittelbar in der Form 
8+i^V ausgedrückt erhalten. Man hat hierzu nur zu bemerken, dass, wenn 
Si^^S+lV ist, die Substitution von iS+ AF an die Stelle von 8 die Gleichung 
(7.) des Kegelschnitts W nicht ändern darf. Durch diese Substitution wird 
aber Gleichung (7.) 

ZdV-»{S+XV) = 0, 

wo Sy & das bedeuten, was A, 0jr^s werden, wenn man S+lV statt S setzt. 
Die Vergleichung dieser Gleichung mit (7.) giebt 

3A "" ©' 
Nun ist aber 

Die Substitution dieser Werthe giebt für die Bestimmung von X die Gleichung 

X[2{&SAff) + {e&---9AA')l] = 0. 
Die Wurzel X^O entspricht dem Kegelschnitt S; die andere Wurzel ent- 
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spricht dem Sj. Die gesachte Gleichung von Si wird demnach 

(11.) {0&^9AA')S-2{0'-SAe')V = 
A, A' sind hier die Discriminanten von S und V; und 0' stehen für 

Or^s wnd 0V,5- 

Setzt man in dieser Gleichung W an die Stelle von V^ so ist = 0, 
A' geht in V ober und man erhält die Gleichung (10.). 

Setzt man endlich in (11.) S^ statt \\ so muss, da die Gleichung sich 
auf iSi = reduciren soll, 

(12.) exy-gAAi = . 

sein, wo Ai die Discrirainanto von S| ist, und 0, & für 0^,5,, 0«;«, stehen. 
Dies ist mithin die Bedingung, dass zwei Kegelschnitte Sy S^ conjugirte Drei- 
ecke haben, welche demselben durch die Durchschnittspunlite von S und S, 
gehenden Kegelschnitt eingeschrieben sind. 

Diese Bedingungsgleichung (12.) ergiebt sich auch sogleich aus Gleichung 
(7.), wenn man darin S^ statt V setzt und bemerkt, dass die Gleichung den- 
selben Kegelschnitt darstellt^ wenn man S nnd Si vertauscht 

Als Beispiel seien die beiden Kreise 

gegeben, welche die Axe der y zur Radikalaxe haben. Dieselben stehen 
in dem Verhältniss von S und Si zueinander, wenn mmi^Z}^^ da in diesem 
Falle 00'— 9AAi = (i»— iiii)^(2iiM»i--€J5r^j gefunden wird. Der zugehörige 
Kegelschnitt W ergiebt sich sodann aus (t.) 

ein Kreis, dessen Lage zu den beiden ersten Kreisen ersichtlich ist. 
München, im Mai 1867. 
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Recherches sur les polyedres. 

(Par M. Camille Jordah k Paris.) 



Theorie des aspects retrogrades. 

V. 
Cv^n^ralit^s. 

Ubüs un precedenl memoire, nous avons defini d'une maniere precise 
les aspects, tant directs que retrogrades des polyedres, et nous avons assigne 
dans qoelles circonstances plusieurs des aspects directs que presente un möme 
polyedre peuvent devenir semblables entre eux. Pour completer celte theorie, 
il nous feste ä traiter des aspects retrogrades, et ä les comparer, soit entre 
eux, soit avec les aspects directs. 

La comparaison mutueile des aspects retrogrades resulte immediatement 
de Celle des aspects directs. En effet, un seul aspect, soit direct, soit retro- 
grade, etant donne, suffit pour determiner Tenchainement des faces, et par 
^uite tous les autres aspects, tant directs que retrogrades. 

Cela pose, on voit aisement que la similitude de deux aspects directs 
entraine ceUe des aspects retrogrades, correspondant aux mimes sommets et 
uritesy et reciproquement. En effet, soient par exemple A, A deux aspects 
directs semblables entre eux. De Taspect A on deduira sans ambigu'ite Taspect 
retrograde A correspondant au möme sommet et a la mdme ardte: de Taspect 
Ä on deduira de la möme faQon Taspect retrograde correspondant A'. Les 
ileux aspects A, Ä, qui sont les donnees ä partir desquelies se fait cette de- 
^uction, etant semblables, les resultats seront les m6mes de part et d'autre. 
Les deux aspects A, A' seront donc semblables. 

II ne reste donc plus qu'a chercher dans quel cas un polyedre est tel 
que quelqu'un de ses aspects directs A soit semblable a Tun de ses aspects 
retrogrades A. Si cette circonstance se presente, soient c un element ou 
Brote de ce polyedre: y Telement ou Tarnte qui porte relativement a Taspect 
A le möme numero que c dans Taspect A: nous dirons que y est thomologue 
inverse de c relativement aux deux aspects A et A. 
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Un Clement ou ardte y est dit interse ä un autre element ou aröte c, 
si Ton peut determiner deux aspects, Tun direct Ä, Tautre retrograde A, re- 
lalivement auxquels y soit Thomologue inverse de e. 

Si y est inverse a Cy reciproquement c sera inverse ä y, En eflFet, 
supposons que Taspect A soit pris par rapport au sommet a et a Tarnte ab; 
Taspect A par rapport au sommet a et a Tarnte aß. L'aspect direct A etant 
connu, on en deduira sans ambiguite Tordre de succession des faces, et par 
suite Taspect retrograde Ai relatif ü a et ä ab, alnsi que le numero de c 
dans ce nouvel aspect. De mdme, Taspect retrograde A etant connu, on en 
deduira Taspect direct Ai relatif ä a et aß, et le numero de y sous ce deruier 
aspect. Les deux aspects ^ et A sont semblables: d'ailleurs la deduction se 
fera de mdme dans Tun et Tautre cas: car Taspect retrograde A devient, 
comme nous Tavons vu dans le l*"' memoire, nn aspect direct pour un obser- 
vateur qui se placerait sur la surface Interieure du polyedre. L'aspect retrograde 
Ai est donc semblable a Taspect direct ^i , et c est homologue inverse de y 
relativement a ces deux aspects. 

Theoreme. Soient A et A deux aspects semblables, fun direct, tatüre 
retrograde, d'un mSme polyedre: a nn sommet quelconque de ce polyidre, ab 
une arite qui y passe, c une arSte ou element quelconque, a, aß, y les homo^ 
logues inverses de a, ab, c par rapport aux aspects A et A. V aspect direct A^ 
du polyädre relatif ä a, ab, sera semblable ä t aspect retrograde Ai relatif ä a, 
aß, et y sera f homologue inverse de c relativement ä ces deux nouveaux aspects. 

En effet, Taspect direct A etant connu, Tenchainement des faces du 
polyedre sera completement determine. On en deduira donc sans ambiguite, 
et Taspect direct Ai relatif a a, ab, et le numero que portera c dans ce nouvel 
aspect. De Taspect retrograde A on deduira de la möme maniere et sans 
ambiguite Taspect retrograde A| relatif a a, aß, et le numero que portera y 
sous ce nouvel aspect. Les donnees a partir desquelles se fait la deduction 
etant exactement les mömes de part et d'autre, les resultats devront ötre les 
mämes. Les deux aspects A^ et A| seront donc semblables, et en outre c 
et y y auront respectivemenl les mömes numeros. 

Ce theoreme fournit immediatement le corollaire suivant: 

Si nn aspect direct d'un polyedre est semblable ä Fun de ses aspects 
retrogrades, chacun de ses aspects direct^ sera semblable ä quelqu'un des aspects 
retrogrades. 
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Theoreme. Deux elemetUs ou.arites E, E\ mi^erses ä un traisi^ne 
E sont pareUs enbre eux. 

En effet, comparons entre eux les aspects Ay A relativemeat anxquels 
E est rhomologae inverse de E: soient aft une aröte quelconque du polyedre, 
ah Tarnte dont aß est rhomologue inverse relativement aux deux aspects A^ 
A: Taspect retrograde A| reiatif ä a, aß est semblable ä Taspect direct Ai 
relatif a a^ ab: et E est rhomologue inverse de E relativement a ees deux 
nouveaux aspects. 

On voit de mdme qu'il existe un aspect direct A'i semblable a Taspect 
retrograde Ai et tel que £ seit Thomologue inverse de E'. 

Les deux aspects Ai^ A[^ tous deux semblables a Ai, sont semhlables 
entre eux. D'ailleurs E, E' portent respectivement sous ces deux aspects un 
m6me numero, celui que porte E sous Taspect Ai. £ et E' sont donc pareils 
entre eux. 

Theoreme. Reciproquement, si deux eliments ou arites E, E sont 
ineerses tun de Fautre, tout Clement ou arite pareU ä E est inverse ä £. 

En effet soient a^ aß et a, ab les sommets et arötes par rapport aux- 
quels sont pris les aspects A et ^ relativement auxquels E est rhomologue 
inverse de E. Si nous comparons entre eux les aspects B et B' relativement 
auxquels E' est Thomologue de E, a ei ab auront pour homologues un autre 
sommet et une autre ardte a' et a*b\ L'aspect A' relatif a a' et a'b' doit 
^tre semblable a Taspeet A relatif a a et a6^ et E' sera Thomologue de E 
relativement ä ces deux aspects (1^' memoire). Les deux aspects A et A' 
seront donc semblables , et E inversement bomologue de E' relativement a 
ces aspects: car les numeros qu'ils y portent sont les mömes, chacun d'eux 
etant le mäme que porte E dans Taspect A. 

Corollaire. Tout element ou ardte inperse ä tun de ses homologues 
est inverse ä lui-mSme. 

Theoreme. Si un Clement E presente une symetrie de rotation df ordre 
ky tout 6liment E inverse ä celui - la presentera egalement une symetrie de ro- 
tation d*ordre k. 

En effet, si Telement E est un sommet, il existe k arötes Eia, Bb^ Ec, . • . 
partant de ce point et relativement auxquelles Taspect du polyedre est le m6me. 
Cela pose, comparons les deux aspects A et ^ relativement auxquels E a pour 
bomologue inverse E: les arötes Ea, Eb, Ec auront respectivement pour 
homologues inverses des arötes Ea, Eß, Ey^ ... issues de E: les aspects 
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retrogrades respectivement relatifs ä E et Ea, E et Eß etc. sont tous semblables 
entre eux: car ils sont respectivement semblables aux aspects directs relatifs 
ä £ et Ea^ h E ei Eb etc. qui sont semblables entre eux, par hypothese. 
D'aillenrs les aspects directs respectivement relatifs a E et Ea^ a E et £^ 
etc. se dednisent chacun sans ambiguite de Taspect inverse correspondant. 
Ils sont donc semblables entre eux, ce qui demontre le theoreme. 

Si Telement E est une face, les aspects relatifs a k ardtes a6^ cd^ ... 
etc. bordant cette face, sont semblables en.tre eux. Si Ton compare entre eux 
les deux aspects A et A, ab^ cd, ... auront respectivement pour homologues 
inverses des ardtes ctß ^ yd, ... etc. bordant E: et les aspects retrogrades 
relatifs a ces dernieres ar^tes, et par suite les aspects directs correspondants 
seront semblables entre eux. 

Theoreme. Si une arete ab presente la symitrie de retoumemetUy 
8on inverse aß presentera la mime symetrie. 

En effet comparons entre eux les deux aspects A et ^ relativement 
auxquels aß est Thomologue inverse de a6^ a etant Thomologue inverse de 
a, et par suite ß Thomologue inverse de b. Les deux aspects directs a, ab 
et b, ba relatifs a Tarnte ab sont semblables par hypothese: les deux aspects 
retrogrades a, aß et ß^ ßa respectivement semblables aux precedents, seront 
semblables entre eux. Les aspects directs correspondants seront donc evidemment 
aussi semblables entre eux. 

Theoreme. Si S est un sommet inverse ä lui-m&me, soit k F ordre 
de la symetrie par rotation que presente ce sommet : parmi les arites et les faces 
qui se croisent en S^ il en existe 2k qui sont intersement homologues ä eUes- 
mimes par rapport ä des aspects rehtieement auxquels S est egalement ineerse^ 
ment homologue ä lui-^mime. 

Redproquement y si 2k ar&tes ou faces, issues du sommet S, jouissent 
de cette propriete, il y aura une rotation d'ordre k autour de S. 

Soit en effet Sa une aröte arbitrairement choisie parmi celles qui sont 
issues du point S. Imaginons, qu'un observateur, situe sur cette aräte, dans 
les environs du point S, se motte a tourner dans le sens direct autour de ce 
point en cheminant sur la surface exterieure du polyedre; il traversera successive- 
ment les arötes et les faces qui abouüssent en S. Dounons le numero a 
Tarnte initiale Sa, le numero 1 a la premiere face que Ton traverse, le 
numero 2 a la seconde aröte, le numero 3 a la seconde face, etc. Les arötes 
successives auront ainsi la serie des numeros pairs, et les faces qui les separent, 
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la Serie des numeros impairs. Enfin, si K est le nombre des arStes issues 
de Sy la Serie des numeros s'arrdtera a 2K—1^ le numero2jK'retombant sur 
la 1*" aröte, deja marquee du numero 0, le numero 2K+i sur la 1"* face, 
qui a deja le numero 1, etc. 

Seit Sb la premiere ardte pareille ä Sa que Ton rencontre en tournant 
autour de S; seit 2/^ son numero: Sb est la fi'^""^ aröte que Ton rencontre 
apres Sa dans ce mouvement de rotation. Si Ton compare enlre eux les 
deux aspects semblables respectivement relatifs a S^ Sa et a S, Sb on voit 
que la premiere ardte pareille ä Sb (ou a Sa), que Ton rencontrera ensuite, 
sera la /i^^"* ä partir de Sb, soit la 2|U***"* a partir de Sa; puis viendra la 
/i**'"*" a partir de celte demiere, qui sera la S/u'^""^ a partir de Sa, etc. On 
aura ainsi une succession d'ardtes pareilles a iSa^ et dont les numeros sont 
respectivement ceux de la suite 

(JS*) 2/Li 4tfi . . . 2nfi etc. 

Le nombre fi est un diviseur de K. En effet, posons K=mju+y^ 
V etant un entier inferieur a /i. L'aröte dont le numero est 2(iit+l)//^ ou 
en retranchant les multiples de 2K, 2{}i—v\ est pareille a Sa, Et cette ardte 
serait, contrairement a notre hypothese, plus voisine de Sa que ne Test Sb, 
si V n'etait pas nuL On a donc simplement K^mfi\ d'ailleurs la serie [2,] 
contient m ardtes distinctes pareilles a Sa 

2^ V . . . 2(m-l)^. 
Le nombre de ces arätes etant k, par hypothese, on a m==k, d'oü K^kiti. 

Cela pose, comparons entre eux les deux aspects relativement auxquels 
S est suppose inversement homologue ä lui-möme: Tarnte Sa aura pour bo- 
mologue inverse une autre aröle Sa, egalem ent issue de S: soit 21 le numero 
de cette aröte. Les k ardtes issues de S et pareilles a celle-la seront celles 
dont les numeros appartiennent ä la serie 

{JS') 2k 2/X+21 4/i + 2A ... 2«> + 2A . . . etc. 

Soient Sd, Sä deux ar^tes choisies arbitrairement Tune dans la serie JS, 
Tautre dans la serie JS': 2niu et 2n'fi+2l leurs numeros respectifs. II existe 
une face ou aröte dont le numero est (« + «')/^ + >'; c'est la (»'— ») ^ -H A"*'"** 
que Ton rencontre apres Sd en tournant dans le sens direct autour de S: c'est 
de möme la («'— it)/ii+i'*^"*' que Ton rencontre apres S3, en tournant dans 
le sens retrograde autour de S. L'aspect direct relatif ä S, Sd etant semblable 
a Taspect retrograde relatif k S, Sd , cette face ou aröte sera inversement 
homologue ä elle-m^me relativement a ces deux aspects. 
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Les entiers n, n' etant arbilraires, on pourra donner successivement a 
n+n' chacnne des 2k valeurs 0, i . . .p^ ... 2k —i: on anra ainsi 2k faces 
ou arStes essentiellement distinctes 

X fi + l 2fi+l., .pfj.+ X.. .(2Ä-1)^+A 
et dontchacune est inverse a elle-möme. 

Remarquons que ces fiwes ou arites sont opposees deux ä deux dans 
T angle polyidre S, En effet, seit pjui^+X le numero de Tune d'entre elles: 
son opposee, ayant pour numero K+pfi+X =: {p+ k)fi+k, fait partie de la 
Suite X, fji+X . . . etc. 

Supposons reciproquement que parmi les arätes ou faces aboutissant en 
S, il en existe 2k qui soient inverses a elles - mömes : il existera autour de S 
une symetrie de rotation d'ordre k. 

En effet, numerotons comme precedemment les arötes et faces qui 
aboutisseut en S^ en leur donnant la suite des numeros 0, 1, ... 2K—i. 
Soient n, n, . . . ft^*~^ les numeros d'ordre des faces et arötes qui sont in- 
verses ä elles-mSmes, ranges par ordre de grandeur. Les differences suc- 
cessives de ces nombres 

fi'-fi, fi"-fi', . . . n-'n""-'+2K 

sont en nombre 2k et leur somme est evidemment egale a 2K. L^une d^elles 

2K 
au moins est donc egale ou inferieure ä -st-' 

2K 
Seit donc, par exemple, ^' ^f^ = /^^-öT' ^^ supposons en premier 

lieu que Tun des deux numeros, n par exemple, represente une aröte. Com- 
parons ensemble les deux aspects relativement auxquels la face ou ar£te n! 
est inversement homologue a elle*möme. L'aröte dont le numero est n=n'—fi 
etant la /u'^"''' des faces et arötes que Ton rencontre apres celle dont le numero 
est n'f lorsque on tourne dans le sens retrograde autour de S^ sera rhomologue 
inverse d'une autre ardte, qui sera la ^*^'"^ rencontree apres n' en tournant 
dans le sens direct, et dont le numero sera par suite n' + fi. L'aspect direct 
relatif a cette derniere aröte sera semblable a Taspect retrograde relatif a 
Taröte n: d'ailleurs, par hypothese, ce dernier aspect est semblable a Taspect 
direct correspondant ä la möme aräte n: donc les aspects directs relatifs aux 
arötes dont les numeros sont respectivement n et n'+/i = n+2fi, sont sem- 
blables entre eux. On en deduit successivement que les aspects directs relatifs 
a toutes les arötes de la serie 

n w + 2^ n+4fi etc. 
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sont semblables entre eux. Le nombre /i 6tant ^ -^ les k premiers termes 

au moins de cette serie seront incongrus par rapport au module 2K. On aura 
donc uue rotation d'un ordre au moins egal ä k, Mais cet ordre ne peut 
depasser k: car alors, d^apres la preraiere partie de la demonstration, le nombre 
des faces ou ardtes inverses a elles-mdmes surpasserait 2k. 

Supposons en second lieu que les deux numeros n, vi d^signent tous 
les deux des faces, F et F\ Comparons ensembl6 les deux aspecfs relative- 
ment auxquels F* est inversement homologue a elle-möme: F etant la ^a'^'"' 
des faces et arStes que Ton rencontre apres F^ en tournant dans le sens 
retrograde, sera Tbomologue inverse d'une autre face Fi, qui sera la /e'^"® 
que Ton rencontre apres F' en tournant dans le sens direct, et portera le 
numero it' + A^ = « + 2/^. 

Soient Sa^ Sb les deux arßles qui limitent la face F (Fig. 1). L'aröle 
Sa portera le numero n+i^ Taröle Sb le numero »— 1, et leurs homologues 
inverses Sa^ , Sbi^ qui bordent la face Fi, porteront respectivement les numeros 
ii + 2,a — 1, n+2,u + i. L'aspect direct relatif a Taröte Soi est semblable ä 
Taspect retrograde relatif a son homologue inverse Sa, D'autre part, si nous 
comparons ensemble les deux aspects relativement auxquels la face F est 
inversement homologue a eile - meme, les arßtes Sa^ Sb seront respectivement 
homologues inverses Tune de Tautre: Taspect direct relatif a Sb est donc sem- 
blable a Taspect retrograde relatif a Sa, et par suite ä Taspect direct relatif a 
Söi. Les numeros de Sb, Sai etant respectivement n—l, «—1+2^, on verra 
comme tout a Theure que les aspects directs relatifs ä toutes les arötes de la serie 

«—1 w — l+2,a »—1+4^ . . . etc. 

2K 
sont semblables entre eux. La quantite /^ etant <-^ cette serie contiendra 

au moins k termes differents. D'ailleurs eile ne peut en contenir davantage : car 
alors le nombre des faces ou ardtes inverses a elles-mdmes depasserait 2k. 
On demontre d'une maniere analogue le theoreme suivant: 
Theoreme: Si F est une face inverse ä eile- meme, sait k F ordre de 
la symetrie par rotation que presente cette face : parmi les arites et les sommets 
situes sur le contour de F il en existe 2k qui sont inversement homologues ä 
eux^mimes par rapport ä des aspects relatitement auxquels F est inversement 
homologue ä eUe^mime. 

Reciproquement si 2k arites ou sommets, situes sur le contour de F> 
jouissent de cette propriete, il y aura une rotation dCordre k autour de F. 
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Soit en effet a an sommet arbitrairement cboisi parmi ceux qui sont 
situes sur le contour de F. Imaginons qu'un observateur d'abord place en ce 
sommet se mette a tourner dans le sens direct autour de F. II rencontrera 
successivement les arStes et sommets qui bordent cette face. Donnons aux 
sommets successifs la suite des numeros pairs 0, 2^ 4, . . . 2K— 2, aux ar£tes 
successives la suite des numeros impairs 1, 3, ... 2jK'— 1, K designant le 
nombre des cötes de la face. Les numeros suivants 2Ky 2K+i^ etc. re- 
tomberont sur les sommets et ardtes deja marques des numeros 0, 1, ... etc. 

Comparons entre eux les divers aspects relativement auxquels F est 
sa propre homologue: a aura pour homologues k sommets distincts situes sur 
le contour de F. Soit Oi le premier de ces sommets que Ton rencontre apres 
a, 2fi son numero. Comparons specialement entre eux les deux aspects re- 
lativement auxquels ai est Thomologue de a. La premiere aröte ab, issue de 
a et bordant sur sa droite la face F a pour homologue Oi^i, qui est issue 
de ai, et laisse egalement F a sa droite: b aura donc pour homologue 6^; 
bc aura pour homologue biCi etc.; a^ aura donc pour homologue un nouveau 
sommet ch ? dont le numero dWdre est A/x, etc. On aura ainsi une succession 
de sommets pareils a a, et dont les numeros sont ceux de la suite 

(JS*) 2fi 4fi . . . 2niLt etc. 

On verra comme dans le theoreme precedent que Ton a K=zkfi. 

Cela pose, comparons entre eux les deux aspects relativement auxquels 
F est inversement homologue a elle-mSme. Le sommet a aura pour homologue 
inverse un autre sommet a egalement situe sur le contour de F: soit 21 le 
numero d'ordre de ce nouveau sommet. Les k sommets situes sur le contour 
de F et pareils a celui-lä seront ceux dont les numeros appartiennent a la serie 
(-?') 21 2/i+2i 4.a+2i . . . 2i»V + 2A .... 

Soient a^, a^* deux sommets quelconques, pris arbitrairement Tun dans 
la suite 2, Tautre dans la suite JS': soient 2nfi, 2n'iu+2l leurs numeros 
rospoclifs. Comparons entre eux les aspects relativement auxquels a« a pour 
homologue inverse a^., F restant inversemeut homologue a elle-möme. 

Un observateur lournant dans le sens direct autour du sommet 2nfji 
entre sur la face F en traversant Tarßte 2«// + 1 : il en sort au contraire en 
travorsant Tardle 2ii/^ — 1. De m6me un observateur tournant dans le sens 
r/9trogrado autour du sommet 2n\u + 2l entre sur F en traversant Taröte 
2n*ft I 2il — 1 et en sort par Tarnte 2n\u+2l + i. LWöte 2ii.a + l a donc 
pour homologue Inverse Tardte 2w'^ + 2A — 1. Son extr^mite 2nfi+2 aura 
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doDc poor homologue inverse le sommet 2n'fA-\-2l — 2^ extremite de Taröte 
2«7^ + 2i — 1. De meme Taröte 2«^+ 3 aura pour homologue inverse 
Taröte 2i>'^+2Ä— 3 etc. Donc enfin Tarnte ou sommet dont le numero est 
2fi/t + (fi'— fi)^ + A =2iiV+2>l — {(V— «).a4-JL} =± (w4-ii')/i+i sera inYersement 
homologue ä lui-möme. 

Les entiers n, vi etant arbitraires, on pourra donner successivement ä 
«+«' chacune des 2* valeurs 0, 1, . . . p, . . . 2&~1. On aura ainsi 2& 
sümmets ou argtes esseutietlement dislincts 

l fi-\-l 2^ + A . . . p^ + A . . . (2& — l)u+i 
et dont chacun est inverse ä lui-möme. 

Remarquons que ces sommeU ou aretes sont opposes deux ä deux dans 
le polygone F. En effet, soil pfi-\-l le numero de l'un d'enire eux: son 
oppose, ayant pour numero Ä'+PiU + A = (/>+&) ^4- i, fait partie de la suile 
A, ^+A . .. etc. 

Supposons reciproquement que parmi les sommets ou arötes situes sur 
le contour de F il en existe 2k dont chacun soit inversement homologue a 
lui-möme relativement a des aspects par rapport auxquels F soit egalement 
inversement homologue a elle-möme. II exislera autour de F une symetrie 
de rotation d'ordre k. 

, En eflet, numerotons comme precedemment les sommets et arötes du 
contour en leur donnant la suite des numeros 0, 1, ... 2/r— 1. Soient 
fi/ n', . . . ft^""* les numeros d'ordre des sommets et arötes qui sont inverses 
a eux-mdmes, rafiges par ordre de grandeur. Les differences successives 
de ces nombres 

n'-n, fi'-fi, ... w-ii'*-'+2ir 

sont en nombre 2Ar^ et leur somme est evidemment egale a %K. L'une delles 
au moins est donc 6gale ou införieüre ä -st-* 

Soit donc, par exemple, n'— w = ^ < -qt-* trois cas sont a distinguer: 

l"". Si les deux numeros n^ n' designent des sommets, comparons 
ensemble les- deux aspects relativement auxquels fi est inversement homologue 
a lui-möme; L'aröte n'+l p&i* laquelle un observateur toumant dans le sens 
direct autour de vi entre dans la face F aura poor homologue inverse Taröte 
V-^1 par laquelle ce mdme observateur entre dans la face F en tournaiit 
dans le sens retrograde. Le sommet f»'+ 2 aura pour homologne inverse le 
sommet n'— 2 etc. Donc enfin le sommet n^vl^-fju sera Thomologue inverse 
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du sommet n+itty et Taröte fi'-~,a — 1 sera rhomologue inverse de rarste 
n'+fi+i. 

L'aspect direct relatif au sommet n'+in et a Tarnte n'+fi + i sera 
donc semblable a l'aspect retrograde relatif au sommet n'—jn et a Tardte 
n'—jii — i: mais ce dernier est semblable a Taspect direct relatif au sommet 
«'— jTi et a Tarnte »'—/i + l^ puisque nous supposons que le sommet »'— ^ = « 
est inverse a lui-möme. Donc les aspects directs relatifs ä n, n+i d'une part^ 
et a n'+u = n+2iLiy w+ 2/^+1 d'autre part, sont semblables entre eux. On 
en deduit successivement que les aspects directs relatifs a 

n et «+1, n + 2fi et fi+2/t+l, n + Afi et n + 4fi + i^ etc. 

sont semblables entre eux. Le nombre ^u etant ^-ör-? 1^^ ^ premiers termes 

de cette serie seront dilFerents par rapport au module 2K. D'ailleurs la face 
F etant situee immediatement a la droite de chacune des ardtes n+i^ ii-f 2u-l-l 
etc. sera sa propre homologue sous tous ces aspects. II existe donc autonr 
de cette face une symetrie de rotation d'un ordre au moins egal ä k: mais 
cet ordre ne peut depasser k; car, d'apres la premiere partie de la demonstration, 
le nombre des faces ou arötes inverses a elles-mömes depasserait 2k. 

2^ Supposons en second Heu que Tun des deux numeros n, n', n' 
par exemple, represente une aröte. Comparons entre eux les deux aspects 
relativement auxquels n' est sa propre homologue inverse: le sommet n'+l 
aura pour homologue inverse n'--i. En eifet un observateur tournant dans 
le sens direct autour de n' + i sort de la face F en traversant Fardte n'. 
Un observateur tournant dans le sens retrograde autour du sommet qui est 
rhomologue inverse de n'+l doit donc sortir de la face F (inversement 
homologue a elle-möme) en traversant Tardte n' (inversement homologue a 
elle-mdme). Ce sommet cbercbe n'est donc pas n'+i: c'est donc n'—i. 

On döduit de la que «' — 2, w'— 3, ... enfin n==n' —in sont respective- 
roenl les homologues inverses de fi'-f2, »'+3, ... n'+ja. La demonstration 
f^achive comme tout a Theure. 

3"*. Supposons enfin que n, n'^ soient deux ar6tes. Comparoas entre 
eux les deux aspects relativement auxquels n' est sa propre homologue inverse: 
n-^i, n, n+\ seront respectivement les homologues inverses des sommete 
et ardtes suivants: n'+jw + l =«+2/^+1, «+2^, «+2^—1. L'aspect direct 
relatif au sommet fi-f-2^— 1 et ä Tarnte n+2fi est donc semblable a Taspect 
retrograde relatif au sommet it+1 et ä Tarnte i>. Mais Tardte fi etant inverse 
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ä elle-mdme, Taspect retrograde relatif a i»+l et i» est semblable ä Taspect 
direct relatif a «—1, n. Ce dernier est donc semblable a l'aspect direct 
relatif a n+2fi--i et ii + 2/i. La demonstration s'acheve encore comme dans 
le premier cas. 

Theoreme. Si un element jouissant (fune symätrie de rotation d' ordre 
k est inverae ä lui-meme^ on pourra determiner ä partir de cet iliment k 
adnea disHnctes formees chacune (Tune suite de faces et (tar&tes toutes inverses 
ä ellea^mSmes^ gut se relient les unes aux autres par des sommets et des arites 
egalement inverses ä eux- meines. 

Chacune de ces zdnes fait le tour du polyidre, et le divise en deux 
moities, inverses Cune de Cautre, et contenant chacune le meme nombre df Clements 
et d'arStes, 

Supposons, pour fixer les idees, que Telement considere soit un sommet 
<S> (Fig. 2). II existerä 2k faces ou ardtes issues de ce point, et inverses ä 
elles-mömes. Soit B Tune d'elles choisie arbitrairement: nous supposerons 
encore, poar fixer les idees, que B est une aröte Sb. 

Comparons entre eux les deux aspects A et A Tun direct«, Tautre .re- 
trograde, relativement auxquels iSetß sout simultanement inversement homologues 
ä eux-mömes. L'autre extremite de B^ b est evidemment son propre homologue 
inverse. 

Le point 6 6St le sommet d'un angle polyedre dans lequel il existerä 
une face ou aröte C^ opposee a B, et qui sera evidemment sa propre homologue 
inverse. Car en designant par 2K le nombre total des faces et arötes qui 
se coupent en b, C est celle que Ton rencontre la K'^^^^ en tournant autour 
du point b, soit dans le sens direct, soit dans le sens retrograde, a partir 
de bS, qui est sa propre homologue inverse. 

Supposons que C soit une ar^te bc: son extremite c sera sa propre 
homologue inverse, et le point c est le sommet d'un angle polyedre dans 
lequel il existerä une face ou ar^te D, opposee a C, et qui sera sa propre 
homologue inverse. 

Supposons cette fois que D soit une face. Les deux arötes ca, ca', 
qui la bordent, sont inversement homologues Tune de Tautre: car si Ton 
designe par 2K le nombre total des arStes et faces qui se coupent en c, cd 
est Celle que Ton rencontre la jfiT-^l^me ^q tournant autour du point c dans 
le sens direct, a partir de cb: et ca' est celle que Ton rencontre la jfiT— 1^"® 
en tournant dans le sens retrograde. L'aröte ca ayant pour homologue inverse 

39* 
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ca', a aura poar homologne inverse a' : Tarnte suivante cr/^parmi Celles .qui 
bordent D aura poor homologue inverse a'ß^ : ß aura pour homologue inverse 
[f etc. On arrivera enfin a un sommet ou a une aröte uniqne d oppose a 
c, el qoi sera son propre homologne inverse. 

Supposons, pour fixer les idees. que d soit une ar^te mm! : il existe 
une face E contigue a D suivant Taröte d^ et qui sera evidem ment sa propre 
homologue inverse. puisque D ei d sont chacune leur propre homologue inverse: 
d'ailleurs m' etant rhonologae inverse de m, Thoroologue inverse de my sera 
my\ celui de y sera y etc. On arrivera enfin a un sommet ou a une aröte 
unique r, oppose a d, et qui sera son propre homologne inverse. 

^apposons celte fois qne e seit un sommet: les deux arötes ey, ey\ 
qui y aboutissent. sont homologues inverses Tune de Tautre. Le point e est 
le sommet d*an angle polyedre dans lequel il exislera une face ou aröte Fy 
q>posee a £, et qui sera evidemment sa propre homologne inverse. Car en 
designant par 2A' le nombre total des faces et arötes qui se coupent en e^ 
F est Celle que Ton rencontre la K—\^^^ en tonmant autour de e^ soit dans 
le sens dired. a partir de ty^ soit dans le sens retrograde, a partir de ey^ 
homologne inverse de 17. 

En ponrsniTant ains« on determine une chalne continue de faces et 
d'art^tes H. l\ l>« £^ F« . . . dont chacune est sa propre homologne inverse, 
et qui se rattachent les unes anx autres par des sommets et arötes b, c, d^ e, ... 
dont cbacun est egalenent son homologne inverse. Une teile suite ne pouvant 
Mre iUimitee« il faidra necessairement qne Ton retombe an beut d'un certain 
temp;!^ sur les faces et arMes deja trouvees. 

Snppostuis donc qn^apres nne snite de faces et d'arötes toutes diiferenles 
H^ <\ l>« K^ F« ... on arrive a «ne demiere face ou aröte (p ä partir de 
laquelle on retombe s«r Tune des precedentes. C'est necessairement sur B 
qn'on relombera. Kn effel« supposoas qn'on retombe sur D. La face (p doit 
ae r^lior a la snivrate D par nn sommet ou une arMe qui soit son propre 
homologne inverse. Mais parmi les sommets et aröles qui bordent D, deux 
aenUMnent« r et rf« s%ml iaversement homologues a eux-m^mes. Cela pose, 
itt <|^ ^tail t'ontig^ « D snivant lärmte d, eile se confondrait avec E, con- 
tmirt^iMl i ihMt^ hypolhese. D*antre part (p ne pent aboutir en c: car parmi 
1^ f^\H^ ^ arMedt qni abonlisaent en c, Z) et C sont les seules inversement 
h^niolotne« A «4lM^iiH^mes: ip devrait donc se confondre avec C, contrairement 
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II resulte de la l"" que q) se relie necessairement a la premiere aröte 
ou face B; 2"" que la liaison se fait au sommet S, ce sommet etant le seul 
de B qui seit inversement homologue a lui-mdme {b excepte); 3"" que (p n'est 
antre que la £Bce ou aröte opposee a B dans Tangle polyedre S, cette derniere 
face ou aröte etant la seule inversement horoologue a elle-möme parmi toules 
Celles qui aboutissent en S: 4"" et par consequent qu'en continuant a partir 
de ip la Serie d'operations par laquelle on a determine successivement B^ C, 
Dy Ey F, . . . (p, on retombera sur la mSme suite. Ces faces et arötes forment 
donc une zöne continue Z, ceignant le polyedre. 

Denx portions quelconques F et F de cette zöne ne peuvent se traverser 
mutuellement : en eifet, cela ne pourrait se faire que de quatre manieres 
diiferentes: 

1^ P et P' auraient une face commune F, suivant laquelle se ferait 
Tintersection. Cette hypothese doit ötre rejetee, les faces et arötes successives 
B, C, D, . . . (p devant dtre essentiellement distinctes les unes des autres. 

2". P contiendrait une ardte mn (fig. 3), laquelle servirait d'intersection 
entre deux faces consecutives de P'^ M et N. Ce cas est impossible : car si Ton 
compare entre eux les deux aspects ^ et A^ chacun des points m, n etant 
son propre homologue inverse, la face M qui est la premiere rencontree par 
un observateur situe en mn et tournant dans le sens direct autour de n^ aurait 
pour homologue inverse la face situee de Tautre cöte de Tardte mn, cette 
derniere face etant la premiere que rencontre un observateur situe en mn et 
tournant autour de n dans le sens retrograde. La face M ne pourrait donc 
ötre sa propre bomologue inverse, comme eile doit Tötre. 

3"^. P' contiendrait une des ar^tes mn qui sepai*ent deux faces con- 
secutives de P, M et N. Ce cas est evidemment identique au precedent, sauf 
le changement de P en P'. 

4"". Enfin P et P' se croiseraient (fig. 4) en un sommet a, qui servirait 
a la fois de point de contact entre deux faces ou arötes successives de P^ MelN, 
et entre deux faces ou arötes successives de F, M' et iV'. Ce cas est im- 
possible encore: car nous avons vu que parmi toules les faces et arötes abou- 
tissant en o, M ei N sont les seules qui soient inversement homologues a 
elles-mömes. M' ne pourrait donc dtre sa propre bomologue inverse, comme 
eile doit Tötre. 

La zöne Z, ne se coupant elle-möme nulle part, ainsi que nous venons 
de le demontrer, partage le polyedre en deux regions R et R' nettement dis- 
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tinctes. La zöne Z etant sa propre homologiie inverse, chacune des regions 
R^ R sera, ou sa propre homologue inverse, ou Thoroologue inverse de Tautre 
region. Pour le decider, considerons une arSte quelconque aß parmi Celles 
qui bordent la zöne Z^ et son homologue inverse a!l¥ (fig. 5). Uii observateur, 
tournant dans le sens direct autour de a, sortira de la region R en traversant 
Tarnte aß. Au contraire, un observateur tournant dans le sens retrograde 
autour de a' sortira de la region R en traversant Tarete a'ß*: donc R est 
rhoraologue inverse de R. 

Chaque element ou ardte de Tune des regions Ry R aura donc dans 
Tautre region un homologue inverse essentiellement different de lui-mdme. Les 
deux regions contiennenl donc le möme nombre de faces, arötes et sommets. 

Nous avons vu que parmi les aretes et faces qui se croisent en S, il 
y en a 2&^ opposees deux ä deux, qui sont inverses a elles-mömes. Chaque 
zöne contenant un couple d'arötes et faces opposees telles que B ei ipy on 
pourra determiner a partir du point S^ k zönes differentes. 

Le theoreme est donc demonlre dans toutes ses parties. 

Nous avons suppose, pour fixer les idees, que Telement considere etait 
un sommet iS. Le cas oü ce serait une face F ne peut plus presenter de 
difficulte apres les developpements dans lesquels nous sommes entres. En eifet, 
il existe sur le contour de F 2k sommets ou arötes dont chacun est inverse a 
lui-möme, et qui sont opposes deux a deux. A partir de chacun d^eux on 
pourra determiner de proche en proche d'apres la methode ci-dessus decrite 
une suite de faces et d'arötes formant une zöne, qui viendra rejoindre la face 
initiale F par le sommet ou Taröte oppose a celui duquel on est parti. 

Theoreme. Si une arete ab est ineerse ä eile - mime y on pourra 
determmer ä partir de cette arite une ssdne analogue ä celle du theoreme 
precedent. 

Si Farite ab prSsente en mime temps une symetrie par retoumementy 
Oft pourra determiner deux %6nes distinctes ä partir de cette arite. 

Comparons en eifet les deux aspects ^ et A relativement auxquels oö 
est sa propre homologue inverse: deux cas pourront se presenter: 

i^^ cas. Chacun des poinls a, b est inversement homologue a lui- 
möme. On pourra determiner une zöne Z a partir du point a et de Taröte 
ab (theoreme precedent). 

2^me cg3^ ^ est inversement homologue de b, et reciproquement. Seit 
F Tune des faces que borde Taröte ab. Elle est sa propre homologue inverse: 



Jordan, recherches sur les poly^dres. 311 

Gar c'est la premiere face que rencontre un observateur situe sur ab, soit 
qu'il tourne dans le sens direct aiitour de a^ soit qu'il tourne dans le sens 
retrograde antour de b, homologne inverse de a. La face F etant sa propre 
homologue inverse, ainsi que l^aröte ab^ on pourra determiner une zöne Z' a 
partir de F et de a6 (theoreme precedent). 

Ces deux zönes coexistent, si l'ardte a6 presente nne symetrie par re- 
tonrnement. Soient en eifet c et cd le sommet et l'ar^te relativement auxquels 
est pris Taspect direct A. Prenons successivement les aspects directs B, B' relatifs 
a a et ab, b et ba. Ces deux aspects sont semblables par hypothese. Soient 
respectivement c\ dd! le sommet et Tarnte homologues de c, et cd relative- 
ment aux aspects B et B\ D'apres un theoreme d^montre dans notre 1®' me- 
moire, Taspect Ä relatif ä c' et c^d* est semblable a Taspect A relatif ä c, cd: 
et b, ba seront respectivement homologues de a et ab relativement aux deux 
aspecls A et A'. 

Cela pose, comparons successivement Taspect retrograde A avec les 
deux aspects semblables A et A'. Dans chacune de ces comparaisons Tarnte 
ab sera sa propre homologue inverse: si d'ailleurs a est homologue inverse 
de b dans Tune d'elles, il sera son propre homologue inverse dans Tautre, et 
reciproquement. Le theoreme est donc demontre. 

Remarque. L^une des deux zönes, Z', contient les deux faces F, G 
que separe Tarnte ab, ce que ne fait pas Tautre zöne Z. Pour distinguer 
Tune de Tautre ces deux natures de zönes, nous dirons que la zöne Z' est 
trameerscUe, et la zöne Z longitudinale ä Faröte ab. 

Theoreme: Deux zönes quelconques Z, Z* de la nature de Celles que 
naus venons de determiner se coupent toujours mutuellement au moins deux fois. 

En eifet, la zöne Z partage le polyedre en deux regions R, R\ qui 
doivent contenir chacune le möme nombre d^el^ments et d'arötes. Si la zöne 
Z ^tait contenne toute entiere dans Tune de ces regions R, eile partagerait 
le polyedre en deux regions Ri et ül dont Tune contiendrait tous les elements 
et arötes de R et une partie de ceux de R: et Pautre une partie seulement 
dd ceux de R: les deux regions Ri et R'i ne pöurraient donc renfermer le 
mdme nombre d'elements et d^arötes, comme cela doit ötre. 

D'ailleurs les zönes Z, Z' etant des contours ferm^s se coupent n6- 
cessairement un nombre pair de fois. 

Gelte intersection peut se faire, de trois manieres diiferentes, comme 
nous Favons deja vu. 
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V. L'intersection se fait saivant uoe face F, commune aux deux zönes 
Z el Z' (fig. 6). 

2\ Elle se fait suiTant une ar«te m», a laqaelle une des zönes Z 
est loogitodinale, et Tantre transversale (fig. 7). 

3'\ Elle se fait en an sommet a qai sert en m^me temps de point de 
contact entre denx faces oa ar^les soccessiyes de Z, M et N, et entre deux 
faces on aretes seccessives de Z^, JT et .V (fig. 8). 

Theorene. Si k sdMsr distmdes se croisent en un meme sommet o, 
ce sommei esi dorne d'mte sfmehie de rotation d'ordre k, 

Car il existe 2k faccs on aretes. passant par ce point, et qui sont in- 
Verses ä eUes-B^oes. 

Theoreme. Si k h&mes distimctes se croisent en cAoutissant toutes 
ä mne face com mm me F. cette face est douee d\ne symetrie de rotation 
dordrt k. 

Car Celle face se ratlache aox denx faces voisines de chacune des 
k loaes par des soomets oa ardtes dont chacon est inverse a lui-mdme. et 
donl le nooihre total esl 24. 

Theoreme. Si demx Börnes se croisent suieant une arite ab, cette 
mrttr est dornet de la sifmetrie de retonmement. 

En efel« comparons enire eox les deux aspects relativement auxquels 
Z est iaversenent homologae a elle-mdme: a et oö sont leurs propres homo- 
IcMiraes iaver^es. L^aspect direct relatif ä a, ab est donc semblable a Taspect 
r^tn>gniide correspondant« Comparons d'autre part les deux aspects relative- 
ment auxquels Z* est sa propre homologue inverse: a et 6 sont reciproquement 
h\uii(>logues inverses Tun de Tautre. L'aspect direct relatif a b, ba est donc 
$raib(able a Taspect retrograde relatif a a^ oö^ et par suite ä l^aspect direct 
correspimdanl. U y a donc symetrie de retonmement. 

11 esl d ailleurs evident qall ne peul se oouper plus de deux zönes 
»uivaut une anNe doimee. Car pour qa^ane töne contienne ab, il faut evidemment 
V' ou quVUe contiemie one des faces que cette aröte separe, et qu'ainsi eile 
coup«^ Z* auivaat une foco. el noa saivant une simple ardte, 2"" on qu'elle reü^ 
(wn\%> Tuae de$ arMes oa faces qui se coupent en a. Cette aröte ou face 
d«»vaiit ^^Ure opposee a lanNe ab, appartiendra a Z, avec laquelle la zöne chercbee 
)N^ c\mfoiidni dans son entier. 

Theoreme. Si fon Irmee snr le potyddre toutes les s^nes possibles 
Z, Z\ ... d!fa» dMseront la surface du polffädre en une serie de rigions 
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Ry R\ . . . etc. Deux regions contigues' quelconques R et R', sont inverses 
tune de Fautre. 

Soient Z la zöne qui separe R de R', A et A les aspects relativement 
auxquels les elements et ar^tes de Z sont chacnn son propre homologue in- 
verse. Tont element ou aröte inverse a lui-möme aura poiir homologue inverse 
un autre element ou aröte jouissant de cette möme propriete. Le Systeme des 
zönes Z, Z| , . . . formees par les Clements et arötes de cette nature sera donc 
son propre homologue inverse. Chaque region R comprise entre ces zönes 
aura donc pour homologue inverse une region de mdme nature. 

Cette homologue inverse sera precisement R : car soient ab une ar6te 
quelconque de Z prise dans la partie de cette zöne qui separe R de R', a(i 
son homologue inverse (fig. 9). Un observateur tournant dans le sens direct 
autour de a sortira de R en franchissant Taröte ab. De möme un observateur 
tournant dans le sens retrograde autour de a sortira de A' en franchissant 
Taröte aß. Donc R' est homologue inverse de R. 

Coro Ilaire. Deux regions contiguös a une troisieme sont pareilles 
entre elles comme inverses a une möme region. La serie R^ R', . . . ne con- 
tient donc que deux especes differentes de regions, inverses Tune de Tautre. 



Solatlon du problöme* 

Nous allons appliquer les theoremes precedents a la Solution generale 
du Probleme que nous nous sommes pose plus haut. Nous traiterons suc- 
cessivement des diverses classes de polyedres que nous avons distinguees dans 
notre prem'ier memoire. 

l^r« classe. 

Polyedres diBBym^triques. 

Snpposons qu'un polyedre P, dont tons les aspects directs different 
entre enx, presente deux aspects semblables A et A, Tun direct, Tautre retro* 
grade. Deux cas pourront se presenter. 

I^f cas. // existe un iUment ou arete inverse ä tut -mime. 

On pourra determiner ä partir de cet element ou de cette aröte, une 
zöne Z^ dont les elemenis et arötes seront inverses ä eux-m£mes. Elle par- 
tage le polyedre en deux regions R et R: a chaque Clement ou aröte de 
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Tune de ces regions correspond un element ou aröte inverse dans Tautre 
region. D'ailleurs a un element ou aröte donne ne peut correspondre qu^un 
seul element ou aröte inverse: car s'il y en avait denx, ils serafent pareils 
entre eux, et le polyedre ne serait plus de la i^^^ classe. Les elements et 
ardtes de Z sont donc les senls qui soient inverses a eux-mömes. 

2^°*^ cas. // nexiste aucun element ou arSte inverse ä lui-mime. 

A chaque sommet correspond un sommet inverse, et un seul. Seit a 
Tun de ceux dont la disiance ä son inverse a est un minimum J. Soient L 
une ligne geodesique tracee entre a et a, ^ son homologue inverse relative- 
ment aux deux aspects ^ et A. La ligne L issue de a aboutit ä un point 
a inverse de a. Son inverse A issue de a aboutira donc en un point Oi 
inverse a a. Le point a etant le seul qui seit inverse k a^ A aboutira ne- 
cessairement en a. 

Seit o, b, Cy . . . la suite des sommets que Ton rencontre en parcourant 
la ligne L de a ä a: a, ß, y, . . . la suite des sommets inverses des pre- 
cedents que Ton rencontre en parcourant la ligne ^ de a en a. La distance 
mutuelle de deux quelconques de ces sommets inverses sera. preciseroent S. 
En effet, par hypotbese, cette distance ne peut ötre inferieure a <T. D'autre 
part, seit c un quelconque de ces sommets , d sa distance a a. La distance 
a a est J— (/, Celle de a au point y inverse de c est d: et la distance de c 
a y est au plus egale ä la somme J de ces deux distances partielles. 

La longueur commune J des deux lignes L et ^ est >> 1 : car si Ton 
avait J=: 1, ces deux lignes se confondraient en une seule ardte aa, qui serait 
inverse a elle-mdme, contrairement a notre bypothese. D^autre part L el A 
ne peuvent avoir aucun sommet commun. Supposons en effet qu^un sommet 
c de Ly situe a la distance d de a, colncidät avec un sommet de ^^ situe a 
la distance d' de a. Le sommet j^ inverse de c^ situe sur ^ ä la distance d 
de a, serait ä une distance de son inverse egale ä ±(d^d') et par suite in- 
ferieure a ^, contrairement a notre bypothese. 

Les lignes L el A forment ainsi un contour continu qui partage le 
polyedre en deux regions R et R\ Ces deux regions sont respectivement 
inverses Tune de Tautre. En effet, seit R celle de ces deux regions dans 
laquelle un observateur tournant dans le sens direct autour de a penetre en 
traversant Tardte ab: un observateur tournant dans le sens retrograde autour 
de a penetrera dans Tautre region R' au moment oü il traverse Tarnte aß 
inverse de ab: la region R' est donc Tinverse de la region R. 
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La classe qne nous venons de eonsid^rer fournit doHc deux types de 
polyedres. 

1^' typ^- II existe des eleroents et arötes inverses a eax-ffldmes; 
ces elements et ardtes sont tous situes snr une sdne Z qui fait le tour du 
polyedre et le partage en deux regions, inverses Tune de Tautre. 

2^me type. U n'existe ni element ni aröte inverses a eux-mömes. 
On peut tracer autour du polyedre un contour fenne inverse a lai-mdme, et 
qni partage le polyedre en deux regions inverses Fune de Tautre. 

2^me classe. 

Sym^trie de rotatioD. 

On sait que les polyedres de cette classe presentent deux elements 8 
et T uniques chacun de son espece, les autres, ainsi que les arötes, etant k fois 
r^petös. L'element «S» presentant une symetrie par rotation d'ordre k, il en sera 
de mdme de son homologue inverse relativement aux deux aspects ^ et A: ce 
sera donc ou S ou T: d'ailleurs les elements S ei T n'etant pas pardils^ ne 
peuvent ötre simultanement inverses a un möme element 8: on a donc deux cas 
seulement a considerer, suivant que «S» est inverse a lui-möme, ou inverse a T. 

1^ cas. V element 8 est inverse ä lui'-mime. II existera k zönes 
partant de cet element. Deux quelconques de ces zönes doivent se croiser 
au moins une fois en dehors de 8: et fintersection doit se faire, on suivant 
une ardte qui presentera la symötrie de retoumement, ou suivant un element 
qui presentera une symetrie de rotation. Or aucune aröte n^offire la symetrie 
de retournement , et Telement T est le seul autour duquel il y ait symetrie 
de rotation. Donc les k zönes passeront par 7. II n'existera d^aillenrs aucune 
autre zöne: car eile devrait cbuper deux fois au moins chacune des autres: 
et ces intersections ne pourraient avoir lieu, comme nous venons de le voir^ 
qu^en 8 et T. Mais la symetrie de rotation dont ces points sont dou^s etant 
d'ordre k seulement, il ne peut passer plus de k zönes en chacun d'eux. 

Les k zönes ainsi determinees partagent le polyedre en 2k fnseaux. 

2feine cas. Vilement 8 est ineerse de T et reciproquement. Soient 
L une ligne geodesique arbitraire menee de 8 k T; L, Li^ . . . Li_i les k 
lignes pareiiles issues de 8; A^ -^n . . . A^^^ les k lignes inverses issues de T. 
On peut supposer que ces lignes ne se traversent mutuellement nulle part. 

En effet, on sait (1^' memoire), que deux quelconques des lignes 
Ly Zri9 . . . L^x ne peuvent avoir aucun point commun autre que 8 e\ T. II 

40* 
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en sera de mdme des lignes A^ A^^ ... Aj,^i qui sont eg^lement pareilles 
entre elles. Donc Irois quelconques des lignes I», . . . L*_i, A^ ... Ai,_^.ne 
peuvent se rencontrer toutes en un m6me point: car sur ces trois lignes, 
deux m moins appartiendraient ou ä la serie L, . . . L^i^ ou ä la serie 
v/^ • • • Ai_i. 

Supposons maintenant que quelques unes des lignes L, . . . Lt_i puissent 
rencontrer quelques unes des lignes A, . . . A^^i. Seit en parüculier u le 
point de la ligne L le plus rapprocbe de son milieu parmi ceux ou eile ren- 
contre les lignes A, . . . A„_^ (fig. 10). Soient d la distance de S ä T, rf 
la distance de «« ä S: on peut supposer d^\d: car, si Ton avail rf>icy, on 
n'aurait qu'a considerer, au lieu de Telement S, Telement T, dont la distance 
d — dku serait <i\S. Nous diviserons par la pensee la ligne L en trois 
tronQons: le premier l, de longueur d, compris entre iS et u, le dernier t, 
de m^me longueur, pris ä partir de T: enfin un trouQon median m, dont la 
longueur d—^d peut d'ailleurs se reduire a zero. Seit maintenant A celle 
des lignes A^ . . . A„^^ qui rencontre L au point u. A etant geodesique ainsi 
que Ly la distance de ti a iS sera la mSme sur Tune ou Fautre de ces deux 
lignes, et Ton pourra decomposer A en trois tronpons, Tun l, de longueur d, 
pris a partir de T^ le dernier l\ de möme longueur, compris entre u eK S: 
enfin un tronpon median /i. 

Considerons maintenant la ligne geodesique V formee de la suocessiou 
des tronpons l\ m, V : eile se confond avec une de ses inverses dans Ghacun 
des deux tron^ons l' et /'. En effet, comparons ensemble les deux aspeets 
relativement auxquels L a pour bomologue inverse A. L, qui contient V, 
dernier tron^on de L^ aura pour homologue inverse une ligne A', contenant 
Üy dernier tron^on de A. D'autre part, L, dont le premier tron^on X* se con- 
fond avec le dernier trouQon de son homologue inverse A\ sera elle-möme 
Thomologue inverse d'une autre ligne A\ issue de T^ et dont le premier 
tron^on devra se confondre avec le dernier de son homologue inverse L'. 

Chacune des lignes L\ Li, . . . LLm pareilles a L\ -colncidera övidem- 
ment de m^me avec quelqu'une des lignes inverses A'^ A\^ ... A'j^i dans 
chacun de ses tron^ons extrdmes. On le voit immediatement en comparant 
entre eux les deux aspeets relativement auxquels Tune d'elleS;) L'^ par exemple^ 
est Thomologue de L'. 

En dehors de ces colncidences, les lignes V, ... I4_,, A'^ . . . A'^^i 
ne se rencontreront en aucun point. En effet ce point ne peut dtre sur les 
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troDQons extremes oü ces lignes sont dejä confondues deux a deux: car on 
aurait trois lignes se coupant en un mSrne point^ ce qui est impossible. 11 
iie peut ötre non plus sur les tron^ons medians, qui sont les mdmes que ceux 
des lignes L, . . . L^^i^ yi, . . . ^».m dont nous avons suppose que les tron9ons 
medians ne se rencontrent pas. 

Deux cas pourront ici se presenter: 

lergous-cas. La tigne V se confond aeec une de ses inverses yf^ 
dam taute son etendue. Cette ligne presente alors' un sommet median ou une 
ardte mediane, suivant que cT est pair ou impair. Si Ton compare entre eux 
les deux aspects relativement auxquels cette ligne est sa propre homologue 
inverse, ce sommet ou cette ardte sera egalement son propre homologue in* 
verse. Chacune des lignes L[^ . . . LLi presentera de m^me en son milieu 
un sommet ou une ar^te inverse a lui-mdme. Par chacun de ces sommets 
ou ardtes passera une zöne de la nature de Celles que nous avons appris a 
determiner. Toutes ces zönes se confondent en une seule Z passant par tous 
les sommets ou arötes medians. Car s'il y en avait deux, eiles se couperaient 
uecessairement suivant des ardtes qui presenteraient la symetrie de retourne- 
ment, ou suivant des elements doues d'une symetrie de rotation. Or d'une 
part il n'existe aucune aröte douee de la symetrie de retournement, et d'autre 
part nous avons suppose que les elements S et T^ les seuls autour desquels 
ait lieu une symetrie de rotation, ne sont pas inverses ä eux-m^mes. 

2eme sous-cas. La ligne //' est distincte de L dans taute san etendue, 
au du mains sen s6pare apräs sitre confondue at>ec eile sur une longueur d. 
Seit u le point oü les deux lignes se separent (fig. 11). Imaginons un ob- 
servateur situe sur uS dans le voisinage du point ti^ et se mettant a tourner 
d^ios le sens direct autour de ce point: supposons, pour fixer les idees, que 
parmi les deux lignes L' et yt'^ V seit la premiere dont il rencontre le pro- 
longement. Seit Lx celle des lignes pareilles a V qu'on rencontre la premiere 
apres V en tournant dans le sens direct autour de S: le fuseau F contenu 
entre ces deux lignes renfermera en entier la ligne yl\ puisque cette ligne 
ne peut traverser nulle part ni L ni L|. 

La ligne A\ se confondant avec une de ses inverses V dans son 
premier tronpon Su, devra egalement se confondre avec une autre de ses in- 
verses dans son dernier trouQon Tf>. Cette autre inverse ne pourra ötre quo 
Tune des deux lignes L^ L[ entre lesquelles yi' est comprise. D^ailleurs ce 
ne peut &\re L\ En effet, supposons (fig. 12) que A\ apres s'etre separee 
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de L'y se reunisse de nonvean a cette ligne en r. Comparons ensemble les 
deux aspects relativement auxquels yf est homologue inverse de L' ; A con- 
tenant le premier tron9on Su de U^ aura reciproquement pour homologue in- 
verse une ligne pareille ä V et contenant le premier tron9on To de A' : ce 
sera donc precisement l!. Cela pose, U etant rencontree avant A par un ob- 
servateur tournant dans le sens direct autour de tf a partir de uSy son inverse 
JÜ devra dtre rencontree avant V^ homologue inverse de jt^ par un obser- 
vateur tournant dans le sens retrograde autour de r et ä partir de f>T^ resultat 
dont la vue de la figure montre Tabsurdite. 

Le point o sera donc situe sur la ligne L|, ä la distance d du point 
T (fig. 11): et si Ton compare ensemble les deux aspects relativement aux- 
quels A! est Thomologue inverse de V^ Thomologue inverse de A^ sera U^^ 
qui est rencontree apres A^ ainsi que cela doit ^tre, par un observateur 
tournant dans le sens retrograde autour de v ä partir de f>T. 

La ligne A divise le fuseau F en deux regions (^ et ^^ inverses l^uile 
a Tautre : car la region if comprise entre les lignes H et A a pour homologue 
inverse la region q^ comprise entre leurs homologues inverses A eX V^. 
Aucun Clement ni aröte n'est inverse ä lui-mdme. En effet seit E un element 
ou arSte quelconque situe dans la region q. La region ^i contient un element 
ou aröte E inverse a E: si E etait inverse ä lui-möme il serait semblable 
a E : le möme fuseau F contiendrait donc deux Clements ou ardtes pareib E 
et E, ce qui ne peut Stre. 

£a classe que nous venons de considerer foumit donc trois types de 
polyedres : 

l«r type. Chacun des Clements S et T est inverse a lui-m^me. On 
peut tracer autour du polyedre k zones meridiennesy se coupant aux deox 
pöles S et T. 

2feme type. S est l'inverse de T et reciproquement. II existe des 
Clements ou ar^tes inverses a eux-mömes, et formant autour du polyedre une 
Zone eqwUoricUe. 

3feme type. S est Tinverse de T et reciproquement. II n^existe ni 
element ni ardte inverse ä lui-mdme: k lignes geodesiques pareilles L\... L'^^i 
convenablement tracees entre <S> et T, decoupent la surface du polyedre en k 
fuseaux pareils, partages chacun en deux regions inverses Tune de Tautre par 
l'une des lignes A^ . . . A'i^i inverses de L\ . , . ii_i . 
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3^me classe. 

Sym^trie de rotation et retournemeDt. 

Ce cas n^etant qu'un cas particulier du precedent, un peu modifie, se 
traite exactement de mdme. 

L'element autour duquel a lieu la rotation binaire, etant le seul qui 
jouisse de cette propriete, sera necessairement son propre inverse. II part 
donc de cet element deux zönes roeridiennes, qui se croisent suivant Taröte 
ä retournement, qui est egalement unique. L'une d'elles est transversale, 
Tautre longitudinale par rapport a cette ardte. 



4^me classe. 
Sym^trie de retoumement. 

Ce cas se traite encore exactement de möme que celui des polyedres 
de la seconde classe. 

Si Ton designe par S et 7 les deux ar^tes a retournement, deux cas 
ponrront se presenter: 

i^^ cas. Ckacune des deux arites S^ T est sa propre inverse. II 
existe alors deux zönes meridiennes Z, Z' se croisant suivant ces deux ardtes: 
et deux cas pourront se presenter: 1^ Celui ou Tune des zönes Z est trans- 
versale aux deux arötes «S» et T, Tautre Z' etant longitudinale a tontes deux. 
2^ Celui oü cbacune des deux zönes Z^ Z' est Iransversale ä Tune des arötes 
Sy T et longitudinale a Tautre. 

2^me cas. Varite S est inverse de T et redproquement. Soient 
L', L'i^ A\ A'i des lignes geodesiques tracees entre jS et T de la maniere 
indiquee plus haut: on pourra distinguer deux sous-cas. 

1®' sous-cas. Si la ligne V se confond dans toute son etendue avec 
Tune de ses inverses A', il existe des elements ou arötes inverses a eux- 
mömes et formant une zöne equatoriale autour du polyedre. 

2^me sous cus. Si Ics ligucs L et A* se separent en tout on partie 
de leur etendue, ii n'existe ni element ni aröte inverse a lui-möme: et les 
deux lignes L\ Li parlagent le polyedre en deux regions pareilles, snbdivisees 
cbacune en deux regions inverses Tune de Tautre par Tune des lignes A', A'i . 

On a donc ici trois types de polyedres correspondant a ceux que fournit 
la seconde classe: et de plus le premier de ces types pourrait a la rigueur 
ötre snbdivise en deux sous -types, comme nons Favons indique. 
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5feme classe. 
Sym^trie par rotation et renversement. 

On sait qu'il existe deux elements iS et T pareils enlre eux et doues 
d'ane symetrie de rotation d'ordre ky et deux aulres systetnes remarqaables, 
formes chacun de k elements pareils doues de rotation binaire, ou de k arötes 
pareilles, douees de retournemeut. 

Nous laissons expressement ici de cöte le cas ou &~2, qua nous 
traiterons en mdme terops que celui des polyedres de la 6^^^ classe. 

Chacun des deux elements extrömes, S et T, sera inverse ä lui-möme. 
En effet, comparons ensemble un aspect direct quelconque et Taspect retrograde 
qui lui est semblable. L'homologue inverse de S, etant doue d'une symetrie 
de rotation d'ordre k, sera ou S lui-mdme, ou T. Mais mdme dans ce dernier 
cas, <S etant pareil a T, sera inverse a lui-möme. 

II existe donc k zönes passant par S^ et k zönes passant par 7: ces 
dernieres zönes se confondront toutes avec les premieres. Supposons en effet 
que Tune des zönes passant par S^ que nous designerons par Z^ ne, passe pas 
par T. Comparons entre eux les k aspects directs relativeraent auxquels jS 
est son propre homologue : Z aura successivement pour homologues les autres 
zönes Zi, ... Zjt-i qui passent par S: aucune de ces zönes ne passera en 
T: car Z n'y passe pas, et T reste son propre homologue sous tous les aspects 
consideres. Comparons maintenant Tun des aspects precedents avec Tun de 
ceux relativement auxquels «S» est homologue de T, et reciproqueroenl: les 
zönes Z, Zj, • . . Z^_| auront pour homologues des zönes Z\ . . . Zjt^i, passant 
par T et ne passant pas par S. Chacune de ces nouvelles zönes traverse 
chacune des zönes Z^ . . . Z^_i suivant deux Clements ou arötes an moins. 
D'ailleurs tous ces elements ou arötes sont distincts: car si plus de deux zönes 
se croisaient suivant un element, cet element presenterait une symetrie de 
rotation plus que binaire, ce qui ne peut ötre. Le nombre des intersections 
distinctes serait donc au moins egal a 2k^: mais chacune d'elles doit cor- 
respondre a un element doue de rotation binaire, ou a une aröte douöe de 
retournemeut: resultat absurde, puisque le nombre total de ces elöments et 
•arötes est de 2k seulement. 

Deux cas pourront se presenter ici: 

1« cas. Parmi les 2k Clements ou arites remarquables, ü tien existe 
aucun qui soit situi sur les zönes Z, . , . Z*_i. 
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Deux zönes quelconques se coupant toujoars saivant des elements ou 
ardtes remarquables, aucune des zdnes Z, . . , Z^i ne poarra dtre traversee 
par une aulre zone ailjeurs qu'en S el T. Dane 1^ Les zönes Z, , . . Z^^i 
ne se traverseroiit mutuellement nulle part aillenrs qu'en iS et T. 2^ II n'e^- 
istera aucune autre zöne Y differeate de celles-lä. €ar cette zöne ne peut 
passer ni en iS ni en T: car la rotation en cbacun de ces points ötant d'ordre 
k, il n'y peui passer plus de k zönes. Y couperait donc necessairement 
chacune des zdaes Z, . . . Z^.| en deux points, differents de S et T^ ce qui 
est impossible. 

Cela pose, considerons en par ticulier Tune des zdnes Z. Elle dessine 
autour du polyedre un contour ferme, que les elements iS et T qui y sont 
situes divisent en deux parties ^ et ^. Seient ^ Tun« d'elles choisie ä vo- 
lonte, ^, ^1, ... ^jb_i les demi- zönes successivement bomologues de 'Q re- 
lativement a tous les aspects directs A, A[^ . . . A^^i par rapport auxquels 
cbacun des elements S, T est son propre bomologue. Coraparons maintenant 
Faspeet ^ aux aspects directs seiiiblables A, Ai, . . . A/^-i relativement aux- 
quels T est Tbomologue de S et reciproquement: ^ aura pour homologues 
sueeessives k demi- zönes nouvelles ^i, tj^^ . . . rjj^^. Ce nouveau Systeme 
de k demi-zönes issues de T est esseutiellement different du Systeme ^, ^i, . . . ^k^i 
des demi - zönes issues de S. Seit en effet 17 =^ Ci . Comparons entre eux 
les deux aspects A^ et A. S y sera rbomologue de T, r]=?^i restant sa 
propre bomologue. La premiere face ou aröte de ^i (en appelant ainsi celle 
qui tottche ä S) aura donc pour bomologue la deraiere, qui toucbe a 7; la 
seconde aura pour bomologue Tavant derniere etc. Si le nombre des fiaces 
Ott arötes est impair, on aura une face ou ar6te mediane qui sera bomologue 
ä eUe-möme: sMl est pair^ on aura finalement deux faces ou aröles homolegues 
et se reunissant par un sommet ou une aröte m^ans, qui sera son propre 
bomologue. Dans Tun et Tautre cas , on aurait donc, contrairement a notre 
aupposition, au milieu de la demi -zöne ^1, un element doue de rotation ou 
one aröte douee de retournement. 

Les A demi -zönes ^^ ^19 . • • Zk^i^ ne se Iraversant nulle part mutuelle^ 
ment, decouperont la surface du polyedre en k fuseaux. Les demi -zöna$ 
iji^. T^i, . . . ijj^t etant distinctes des premieres, et ne pouvant les . traverser, 
cbacune d'elles sera contenue dans un des fuseaux. D'ailleurs chaque fuseau 
eB contiendra une. En eifet supposons que les demi -zönes ^, ^19 • * • ^h^i 
soient eerites dans Tordre oü les rencontre un observateur tournant dans le 
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sens direct autour de S: comparons ensemble les aspecis relativemeDt auxquels 
^ a pour homologue Tune quelconque d'entre elles, ^^; 'Qi aura evidemment 
pour homologue ^^^.i etc. Le fuseau F compris entre ^ et ^i aura pour homo- 
logue le fuseau F^ compris entre ^„ et ^^^i . Les fuseaux F . . . F^ . . • F*«! 
sont donc tous pareils entre eux: si donc Tun deux, F par exemple, conüent 
la demi-zöne rj, chacun d'eux contiendra une des demi-zönes pareiües 

Les 2* demi-zönes ^, . . . 'Ck-^i^ ^^ • • • ^/*-n jointes ensemUe, repro^ 
duiront dans leur entier les k zönes Z^ . . . Za_i; elles parlagent la surface 
du polyedre en 2k regions, bordees chacune par deux demi-zönes pareiües 
ä ^, et qui sont issues Tune de S, lautre de T. Parmi ces 2k regions, il y 
en a k qui sont a la droite d'un observateur qui se mouvrait sur Tune quel- 
conque des demi-zönes qui les bordent, en s'eloignant de Telement d'ou eile 
est issue. Les k aulres regions resteraient a gauche de cet observateur. 
Chacun de ces systemes de regions sera evidemment son propre homologoe 
relativement a tous les aspects directs semblables entre eux. Chacun de ces 
systemes 6tant forme de k regions pareiües, et le nombre des aspects directs 
semblables a un aspect donne etant 2ky chaque region sera sa propre homo- 
logue relativement a deux de ces aspects et conüendra ainsi ou un el^menl 
k rotation binaire, ou une aröte ä retournement. D'aiüeurs chaque region eM 
inverse a celles qui lui sont contiguös. 

Remarquons enfin que les deux systemes d'elements ou dWdtes re- 
marquables etant inverses Tun de Tautre, seront tous deux ä la fois formes 
de sommets, ou de faces, ou d'arötes. 

2^me eas. Supposons maintenant que parmi les 2k eliments au arite$ 
remarquablesj il y en ait un au moms, a, sur Cune des zönes Z, Z|, . . . Z».i. 
Admettons par exemple qu'il seit situe sur la demi -zöne ^; il sena n^cessaire- 
meni situ^ an milieu de cette demi-zöne. 

i^, En eifet, supposons en premier Heu que Telement remarquable 
dont il s'agit soit un sommet. Seien t F, G, . . . les faces et arötes successives 
de ^ par Fintermediaire desqueües a se trouve relie a jSi^ Fi, Gi^ .. . . celles 
par lesquelles il se trouve relie a T. Le sommet a jouissant de la rotation 
binaire, le nombre des faces qöi s'y croisent sera pair, et chacune de ces 
faces sera pareiüe a son opposee: de mdme pour les arötes qui les separent. 

Si donc nous comparons ensemble les deux aspects directs relativement 
auxquels a est son propre homglogue, la face ou aröte F aura pour homologue 
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son opposee F^i bi le nombre des cötes de F est impair, Taröte bc opposee 
fl a dans F aura pour homologue une ar^te 61 c, opposee a a dans P^: la 
face G, coHtigue a F suivant bc, aura donc pour homologue G^^ contigug a F, 
suivant 61 Ci. Si le nombre des cötes de F est pair, soient b le sommet op- 
pose a a, b^ son homologue dans Fi. La face ou aröte suivante G, opposee 
ä F dans Tangle polyedre b^ aura pour homologue (j,, opposee ä F, dans 
Tangie polyedre 6|. Donc dans tous les cas G aura pour homolosrue G^. La 
face ou aröte H^ qui suit G^ aura pour homologue H^^ qui suit Gi^ etc. On 
arrivera enfin a une face ou aröte / abouiissant a S. La face homologue /| 
aboutira necessairement ä T, homologue de S. Le nombre des faces F, G, .,, I, 
eomprises entre a et S^ est donc egal au nombre des faces homologues F^, 
G, , ... /, eomprises entre a et T^ ce quMl fallail demontrer. 

2*^. En second lieu^ si Telement remarquable^ dont il s'agit, est une 
face a, soient F, 6^ ... les faces ou arötes successives qui la relient & S, 
Fl, 61, . . . Celles qui la relient a T. La face a jouissant de la rotation 
binaire, le nombre de ses cötes sera pair, et chaque cöte ou sommet sera 
pareil ä son oppose. 

Comparons ensemble les deux aspects relativement auxquels a est sa 
propre homologue. F contigue a a suivant bc (flg. 13), ou opposee a a dans 
Tangle polyedre d (fig. 14), aura pour homologue Fj contigue jt a suivant 
Taröte 61 Ci, opposee et homologue a bc ou opposee a a dans Tangle polyedre 
fornie au point cf, , homologue de d. La face ou aröte G, qui suit F, aura pour 
homologue 61, qui suit Fi etc. La demonstration s'acheve comme tout a Theure. 

3^. Si a est une aröte a laquelle t seit longitudinale, comparons en^ 
semble les deux aspecis relativement auxquels- ses deux sommets b et by sont 
respectivement homologues. F, opposee a a en b^ aura pour homologue Ft, 
opposee a a en 61, homologue de 6^ etc. 

4^. Enfin si a est une aröte a laquelle t, seit transversale;» comparons 
encore ensemble les deux aspects relativement auxquels ses deux extremites 
b et fri sont respectivement homologues. La face F^ dans Tinterieur de la«- 
quelle penetre un observateur tournant dans le sens direct autour de 6, au 
moment oü il franchit Taröte a, a pour homologue la face F|, dans laquelle 
penetre un observateur tournant dans le sens direct autour de bi , au moment 
Ott il franchit Taröte a. La demonstration s'acheve encore comme tout a Thenre. 

Tou$ les elemenU ou arAten remarquables sont ini^erses ä eux^mimes. 

En effet, a etant inverse a lui-möme^ cbacun des Ar elementa ou arötes pareiU 

41» 
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a, ai^ ... a^^i le sera egalemenl. Si d'autre part nous comparons entre eux 
les deux aspects ^ et A relativement auxquels a est son propre homologue 
inverse, les elements ou ar^tes pareils a, Ui^ ... a^^i seront faomologues in- 
verses les uns des antres. Les autres elements ou arötes remarqnables a' ... aJUt 
sont donc bomolog^ues inverses les uns des autres. Comme ils sont tous pareils 
entre eux^ chacun d'eux sera inverse a lui-möme. 

Ces preliminaires poses, on voit aisement que les 2k elements ou aröles 
remarquables sont tous situes aux milieux des demi-zönes C^ Ci, ... ^k~-i^ 
rj . . . i^jb-n ^^ 9u'il passe par ces points une zöne eqnatoriale unique Y. 

En eifet, si Tun de ces elements ^ a\ n'etait pas situe sur les demi- 
zöneS) il passerait par ce point deux zönes nouvelles Y, Y', coupant chacune 
les k precedentes suivanl 2k elements ou arötes au moins. Ces 4/r elements 
ou arötes seraient tous distincts: car si trois zönes se coupaient suivant un 
mdme element, cet element presenterait une rotalion ternaire, ce qui ne peut 
dtre. On aurait dono, non pas 2k, mais au moins 4k ar^es ou elements 
remarquables, ce qui est egalement impossible. 

Les elements et ardtes remarquables etant en nombre 2k, et tous situes 
sur les milieux des 2k demi- zönes ^ ... '^k-^i^ t] ... rji^i ces milieux devront 
ötre tous differents les uns des autres. Comme il doit passer deux zönes par 
chacun de ces elements ou arötes remarquables, il y aura au moins une zöne 
equatoriale Y. Nous venons de voir d'ailleurs qu'il ne peut y en avoir deux 
distinctes: car le nombre des elements et ar^tes remarquables surpasserait 2&. 

Si Tun des systemes remarquables est forme par des arötes, on ponrra 
distinguer deux cas, suivant que la zöne equatoriale Y est longitudinale ou 
transversale a ces arötes. Si les deux systemes remarquables sont formes 
d^arötes, Y pourra ötre longitudinale ä tous deux, longitudinale a Tun et trans- 
versale a Tautre, ou transversale a tous deux. 

Nous remarquerons enfin que les zönes Z, Zi, ... Z^.i, Y, ne pouvant 
se couper que suivant des elements ou ardtes remarquables, n'auront pas d'inter-* 
sections autres que celles que nous avons determinees. II en resnlte que la 
surface du polyedre se trouve partagee en 4k regions distinctes. 

La 5^°*ö classe fournit donc deux types de polyedres: 

1®^ lyp^* ^^^ d^^^ systemes d'elements a rotation binaire ou d^arötes 
a retournement sont reciproquement inverses Tun de Tautre. II existe Ar zönes 
meridiennes, partageant la surface du polyedre en 2k regions, dont chacune 
eontient un element ou aröte remarquable. 
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2^e type. Chacun des elements ou ardtes reinarquables est inverse 
a lui-mdme. U existe Ar zönes meridiennes et ane zöne equatoriale, partageanl 
la snrface du polyedre en 4k regions distinctes. 

g^me classe. 

Sym^trie par retournemeDt et renversement. 

Nous traiteroDs ici a la fois des polyedres de la 6^^^ classe, et de 
ceux de la 5^™® classe pour lesquels &=2, cas dont Texamen a ete reserve. 

On sait que ces polyedres presentent trois systemes distincts d'elements 
on ardtes remarqaables ; chaque Systeme 6tant forme de deux elements ä ro- 
tation binaire ou de deux arStes ä retonrnemeiit. L'un au moins de ces 
systemes sera inverse ä lui^mdme. Supposons en effet le premier inverse 
au second: le troisieme ne pourra dtre inverse ni au premier, car il serait 
pareil au second, ni au second, car il serait pareil au premier. II est donc 
inverse a lui-möme. 

Soient jS et T les deux Clements ou ardtes que contient ce Systeme. 
On voit comme dans la discussion relative ä la 5^™^ classe qu'il existe deux 
zönes meridiennes Z, Z' se conpant mutuellement en S et T. Ce point etabli, 
si S et r sont des elements, on pourra appliquer sans aucune Observation 
nouvelle les raisonnements employes dans la suite de la discussion relative a 
la 5^™® classe. 

Le cas ou iS> et T sont des ardtes ab et aibi ne presente guere plus 
de difficulte. Deux cas sont ä distinguer. 

l«'' cas. Le systime S, T est le seul des trois systämes remarquables 
qui sott son propre ineerse. 

Les deux autres systemes remarquables etant inverses Tun de Tautre, 
sont tous deux ä la fois formes de sommets^ d'arötes ou de faces. 

Deux zönes quelconques devant se conper suivant des elements ou 
ardtes remarquables qui soient inverses a eux-mdmes, les deux zönes Z et 
Z' ne se traverseront nulle part aillenrs qu'en S et T, et il n'existera aucune 
autre zöne differente de celles - la. 

Celle des deux zönes Z, Z' qui est longitudinale a S est transversale 
a T et reciproquement. Supposons en effet que la zöne Z seit a la fois 
longitudinale a a6 et a a|6i. Seit ^ nne des moities de Z comprise entre a 
et 01. Comparons ensemble les deux aspects relativement auxquels Oi est 
homologue de a. La prämiere face ou aröte de ^^ F, etant opposee a ab 
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dans Tangle polyedre a, aura pour homologue la derniire face on ardte de C^ 
Fl opposee i Oibi dans Tangle polyedre Oi. La seconde, G, aura ponr homo- 
logue Tavant derniere, Gi etc. enfin relement ou ardte median sera sen propre 
homologue: c'est donc nn element ou ardte remarquable, qui ferait partie de 
^, et par suite serait inverse a lui-möme, contrairement a notre supposition. 

Les deux zönes Z^ Z' divisent le polyedre en quatre regjons. Deux 
de ces regions soni ä la droite d'un observateur qui se mouvrait sur Tune 
quelconque des demi-zones qui les bordent, en s'eloignant de Tarnte a laqnelte 
cette demi-KÖne est longitudinale. Les deux autres seraient situees a gauche de 
cet observateur. Les deux regions de chacun de ces systemes sont evideinment 
pareilles entre elles, et chacune d'elles est sa propre homologue relattvement a 
deux aspects distincts. Enfin les deux systemes de regions seront ioverses Tun 
de Tautre. 

2^me (» Q g Chacun des trois systämes remarquables est inverse ä hU-mSme. 

Tous ces Clements ou ardtes remarquables sont situes sur les zönes Z^Z'. 
Supposons en effet que Tun d'eux, c, seit situe en debors de ces zAnes. II 
passerait par c deux zönes nouvelles^ qui couperaient Z et Z' suivani buit 
elements ou arötes essentiellement differents: car s'ils n'etaient pas tous dif- 
ferents, on aurait des elements suivant lesquels plus de deux sönes se cou- 
peraient, et qui jouiraient d'une rotation plus que binaire, ce qui ne peut ötre. 
Mais il n'y a en tout que 6 elements ou arötes remarquables. Gelte hypotbese 
est donc impossible. 

Ces elements ou arötes remarquables sont situes aux milieux des quatre 
demi*- zönes ^, Cn V? Vi^ ^^"^ lesquelles Z et Z' sont partagees par les deux 
arötes jS et T. En effet, soit c Tun d'entre eux, .situe par exemple sur ^. 
Soient F, G, H, . . . I les faces ou arötes par lesquelles il se relie a ab^ 
Fl, (fn -•* A Celles par lesquelles il se relie a a,fri. Si Ton compare en- 
semble les deux aspects relativement auxquels c est son propre homologue, 
Fj G, . . . I auront respectivement pour homologue F,, G|, ... I^: enfin / 
aura pour homologue /|. Le nombre des faces F, G, . . . l est donc e^al 
au nombre des faces Fi, G,, ... /,. 

Si ^ est longitudinale a Taröte ab, I contiendra un seul des sommets 
a de ab: /i contiendra une seuie des extremites de ai6i, a savoir Oi homologue 
de a: au contraire, si C est transversale a ab, I conlient cette aröte, et /| contieodra 
aibii ^ sera donc longitudinale ou transversale ä aibi en möme temps qu'a ab. 

Od voit maintenant comme dans la discussion relative, a la 5^"^® olasse 



Jordan, recherches sur ies polykdre^ 327 

lo qu'il existe ane zöne äquatoriale Y passant par leg quatre elements ou 
arötes remarquables qui restent, 2^ qae Ies trois zönes Z^ Z'^ Y partagent le 
polyedre en huit regions, qui se repartissent en deux systemes inverses Tan 
de Tautre, et formes chacnn de quatre regions pareilles. 

Remarquons encore qu'on peut supposer que Ies trois systemes re-* 
marquables sont formes cbacun d'arätes: car si Tun d'eux etait forme d'de- 
ments^ S' et T\ on pourrait prendre pour point de depart ce Systeme d'elements 
au lien du Systeme jS^ T et Ton retomberait ainsi sur le cas deja discute 
(page 325). Cela pose, on pourra etablir dans le nouveau type de polyedres 
ainsi defini deux subdivisions : 

1^'® subdivision. Chacune des trois sönes Z^ Z'^ y est longitudinale 
ä Tun des deux systemes d'ardtes remarquables qu'elle contient et transversale 
a Tautre. 

2^me subdivision. L'une de ces zOnes Z est longitudinale aux deux 
systemes d'ardtes remarquables qu'elle contient: la seconde Z* est transversale 
aux deux systemes qu'elle contient : la troisieme Y est longitudinale a Tun des 
deux systemes qu'elle contient et transversale ä Tautre. 

D'apres la discussion qui preccde, la classe 6 et le cas reserve de la 
classe 5 fournissent deux types nouveaux de polyedres. 

!<» type, ün Systeme de deux ardtes a retournement, S» et T^ inverse 
a lui-mdme: deux autres systemes, inverses Tun de Tautre, d'elements ä ro*^ 
tation binaire ou d^arötes ä retonrnement. II existe deux zönes m^ridiennes 
dont chacune est longitudinale a Tune des arötes S et T, et transversale a 
Tautre. Ces zönes divisent la surface du polyedre en 4 regions dont chacune 
renferme un element ou aröte remarquable. 

2^me type. Trois systemes d'arötes a retournement: chacune de ces 

systemes est inverse a lui-niöme. II existe trois zönes passant chacune par 

deux systemes d'ar^tes remarquables, et qui partagent la surface du polyedre 

en huit regions. 

7^me classe. 

Sym^trie t^tra^drique. 

II existe dans cette classe trois systemes remarquables. Deux .d^entre 
eux sont composes chacun de quatre elements a rotation temaire, et le troi- 
sieme, de six elements a rotation binaire, ou de six arötes ä retournement. 
Les elements ou arötes de ce dernier Systeme sont evidemment inverses a 
eux-mömes. Car seit E Tun de ces ^l^ments ou arMes, E son homologue 
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in versa relativement a deux aspects semblables vi et A, Tun pareil, Taulre 
retrograde: TölemeDt ou ardte E, devant presenter la mSme symetrie que E, 
appartiendra necessairement au troisieme Systeme: E etant ainsi pareil ä son 
homologue inverse E sera inverse a lui-möme. Quant aux syslemes deleinents 
a rotatioD ternaire, deux cas pourront se presenter: 1^ Les deux systämes 
80fU int^erses tun de Tautre. 2^ Chacun deux est ineerse ä Im^mime. 

i^ cas. Par chaque element ou ar^te E du troisieme Systeme passent 
deux zdnes. Supposons-les toutes tracees sur la surface du polyedre. Aucune 
d'elles ne contiendra d'element a rotalion ternaire^ ces elements n'etant pas 
inverses a eux-mömes. Cbacune d'elles partage le polyedre en deux moities, 
qui sont homologues inverses Tune de Tautre relativement aux aspects par 
rapport auxquels eile est sa propre homologue inverse. Les elements ou 
arötes du 3^"*® Systeme etant inverses les uns des autres, chacune des deux 
moities du polyedre devra en contenir le mdme nombre dans son Interieur. 
Le nombre de ces elements ou ardtes non situes sur la zöne consideree Z 
sera donc pair: et leur nombre total etant six, le nombre de ceux situes sur. 
Z sera donc egal a 2^ 4 ou 6. 

1^. Ce nombre ne peut dtre egal a 2. En effet, supposons que la 
zöne Z passe seulement par deux elements ou arötes Ei et £2 du 3^°^® Systeme. 
Seit £3 un autre element du Systeme. Comparons ensemble les aspects re- 
lativement auxquels £3 est homologue ä £|. Z aura pour homologue une 
zöne Z' passant par £3 homologue de Ei^ par un autre element ou ardte E4 
homologue de E2 ^ et ne contenant aucun autre element ni arSte remarquable. 
Ce resultat est absurde : car la zöne Z' coupe necessairement Z suivant deux 
elements ou arötes remarquables, qui, joints a £3, fprment au moins trois ele^» 
ments ou ardtes remarquables situes sur Z'. 

2^. Ce nombre ne peut ötre egal a 6. Supposons en effet que Z 
passe par les six elements ou arötes Ei^ E^^ £3, £4, £5, E^. U ne pourrait 
exister qu'nne seconde zöne Z'y laquelle passerait egalement par les six elements 
ou arötes E. 

En effet, s'il existait deux zönes Z\ Z" elles devraient necessairement 
se cou|2^^ suivant des elements ou aretes remarquables, appartenant par con- 
sequent au Systeme E: ces elements ou arötes remarquables seraient donc 
sur Zy et il s'y couperait trois zönes, ce qui est impossible, la symetrie dont 
ils sont doues etant seulement binaire. 

Cela pose^ comparons entre eux les douze aspects semblables relativemea} 
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auxqQels le polyedre est pareil a lui-möme. Le Systeme des deiix zönes Z, 
Z\ forme des elements et arötes inverses ä eux-mdmes sera evidemment son 
propre homdiogue. Chacune des zönes Z, 7J sera donc sa propre homologue 
80I1S 6 aspects differents, si elles sont pareitles Tune a Tautre: sous 12 aspects 
dlfferents, si elles ne sont pas pareilles. 

La Zone Z divise le polyedre en deux regions R, Ri. Si ces deux 
rögions n'etaient pas pareilles, chacune d'elles serait, ainsi qne Z elle-möme, 
bomologne a ellß-m6me sous 6 ou 12 aspects differents, et presenterait ainsi 
un element avec rotation dWdre 6 oü 12, ce qui est inadmissible. De mdme, 
9i Z n'^etait pas pareille ä Z\ chacune des regions R^ Ri möme supposees 
pareilles entre elles, serait sa propre homologue sous 6 aspects differents. 
Enfin dans le cas on les zönes Z, Z seraient pareilles entre elles et les re- 
gions Rj Ri egalement, R serait sa propre homologue relativement ä trois 
aspects. Elle presenterait donc nn seul elöment a rotation temaire, tous les 
autres etant trois fois repetes. Ces mömes elements seraient encore trois fois 
repetes dans la region pareille R^: töus les elöments, ä Texception d'un seul, 
servaient donc au moins 6 fois repetes, resultat absurde: car nous savons qu'il 
doit exister deux systemes d'elements qnatre fois repetes. 

U est donc dömontre que chacune des zönes doit passer par quatre 
elements ou arötes du 3^™^ Systeme. Ces elements ou arötes etant au nombre 
de six, et le nombre des zönes qui passent par chacune etant de deux, le 

nombre total des zönes sera — ^ = 3. 

Ces trois zönes sont pareilles entre elles: car si Tune d'elles Z n'etait 
pareille ä aucune des deux autres, eile devrait rester sa propre homologue 
sous 12 aspects directs distincts, ce qui est impossible. 

Deux quelconques de «es zönes ne peuvent se couper suivant plus de 
deux elements ou aröles. Car si Z et Z se coupaient suivant trois elements 
£i, £3, £3, la troisieme zöne Z% qui contient quatre des six elements E 
contiendrait necessairement un de ceux-la. On aurait ainsi trois zönes passant 
par un möme element, resultat absurde. 

Les trois zönes Z^ Z, Z* divrsent la surface du polyedre en 8 regions. 
En effet, la zöne Z, consideree isolement, partage le polyedre en deux regions 
distinctes. En y joignant Z\ qui coupe Z en deux points,^ chacune de ces 
regions sera evidemment partagee en deux. Enfin la troisieme zöne Z" coupe 
les deux precedentes en 4 points en tout, qui la partagent en quatre tron9ons. 

Joura«! Ar llathematik Bd. LXVIII. Heft 4. 42 
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Chacun de ces tron9ons traverse une des regions precedentes, i[«i'il coiipe ea 
deux. Si doDc on le supprime par la pensöe, on dtminnera d'ane mritö le 
nombre des regions. En supprimant les quatre tron90iift9 il resteratt 4 regions: 
il y en a donc huit. 

Dans le cas ou les E seraient des ardtes, les zönes Z, Z', Z" etant 
pareilles entre elles, chacune d'elles devra ötre longltudinalo a deux des qnatre 
arötes qu'elle contient, et transversale aux deux antres. II y anra deux cas 
ä distinguer suivant que les deux arStes auxquelles Z est longitndinale sont 
consecutives ou non pour un observateur faisant le tour de Z. 

2^ine QQg Supposans maintenant que chacun des ßystämes d'^Hementg 
ä rotation ternaire soit itwerse ä lui-mime. Si nous tra9ons toules les zdnes 
possibles a la surface du polyedre, elles se croiseront suivant 14 el^ment» 
ou arötes remarquables formant deux systemes d'elements quatre fois repetes, 
et un Systeme d'elements ou d'arötes six fois repete. Ces zönes decouperont 
la surface en regions, limitees chacune par un certain nombre de tron^ons de 
zönes^ qui dessinent autour d'elle un conlour forme. Les intersections mutuelles 
de ces tron9ons se fönt suivant des elements ou ar^tes remarquables. . 

Chacune de ces regions est ou pareille, ou inverse ä Tune quelconque 
d'entre elles prise arbitrairement : les contours qui les bordent sont donc tous 
pareils ou inverses les uns aux autres. D'autre part, un element ou aröte 
remarquable ne peut avoir pour homologue ou pour inverse qu'un autre element 
ou ardte du m6me Systeme. Si donc nous comparons entre elles deux regions 
quelconques, le nombre des elements remarquables de chaque Systeme situes 
sur leur contour sera le mdme pour chacune d^elles. 

On deduit aisement de ce qui precede le nombre des regions et leur 
disposition mutuelle. 

En effet, imaginons que nous formions, a cöte du polyedre propose P^ 
un autre polyedre plus simple n de la maniere suivante: a chaque aröte on 
element remarquable a de P faisons correspondre un point a pris arbitraire- 
ment dans Tespace : a chaque tron9on de zöne joignant deux ardtes ou 6I6meiits 
remarquables a et 6^ faisons correspondre une ardte aß joignant ensemble 
les deux points (x, ß correspondahts a a et fr: enfin, a chaque region R com- 
prise entre un certain nombre de tronpons de zönes ofr^ bcy ... etc. , faisons 
correspondre une face if, plane ou gauche, limitee par les arötes correspoo- 
dantes aß, ßy etc. 

Parmi les Clements remarquables de P, il en est huit, r^artis, en deux 
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8y Steines; »i, 02, aj, a«, 6|, 62 , 639 64, oü se croiseni trois zönes, domiant 
chacune deux tron9ons: le nombre des arötes de n aboatissant a chacun dee 
«ommets correspondants eci, a^^ ... etc. sera donc egal a six. Dans les 6 
antres elements ou arötes reniarquables de P^ Ci, Cj, 03, c«, C5, Ce, il se 
croise deux zönes, formant quatre tronpons. Le nombre des arötes de n 
aboutissant ä chacun des sommets correspondants ^^n ;^29 • • • ^e sera donc 
egal a 4. 

Cela pose, chacune des regions R, R etc. contenant sur son contonr 
un mdme nombre m d^elements remarquables du 1®' Systeme a, un mdme 
nombre n d'elements remarquables du second Systeme b^ un mdme nombre p 
d'elements ou d'arötes du 3^^^ Systeme c^ chacune des faces correspondantes 
99 (fy--- passera par m sommets a^ n sommets ß^ et p sommets y. On 
deduit de la immedtatement par le theoreme d^Euler, et le nombre des faces 
^, et le nombre m+n+p des sommets que contient chacune d'elles. 

En effet, le nombre des sommets est de 14. Pour avoir le nombre 
des faces ^ il faudra faire le compte de toutes les faces passant par chacun 
des sommets, puis diviser par m + n+p pour eviter les repetilions, chaque 
face passant par m+n+p sommets. Or il y a 8 sommets oü aboutissent 6 
faces, et 6 ou aboutissent 4 faces: le total est 72: le nombre des faces est 

donc 



m + n + p 
On operera de mSme pour les arßles: il y a 8 sommets ou aboutissent 

6 ardtes, et 6 oü aboutissent 4 arötes: total 72: mais comme chaque ardte 

72 

passe par deux sommets, ce nombre se reduit a -0- = 36. 

Joe theoreme d'Euler donne maintenant TequatiQn 

14+ ^ ■ , ^v '' " = 36 + 2, 

72 

d'oum+»+p = 3, ^\^,^ =24. 

Ainsi les faces ff sont triangulaires, et en nombre 24^ D'ailleurs aiieun 
des nombres m^ n, p ne peut ötre nul: car si Ton avait, par exemple, m = 0^ 
aocone face de ti ne devrait aboutir a un sommet de Tespece a ^ ce qai est 
absurde, car quel que seit le sommet que Ton considere, il doit y aboutir 
quelques faces. On a donc m^n^p ==^1 et chaque face q aura trois som- 
mets, appartenant respectivement aux trois systemes a, ß^ y. 

Chacune des faces de n aboutissant a Tun des quatre sommets ai, cc^ , 03, «4 
et k un seul, oes faces peuvent 0tre partag^es en quatre groupea, en reunisgant 

42» 
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eosemble las six faces qui aboutissent a chacun de ces sommets. Le eon«- 
tour qui limite chacun de ces groupes passera par trois sommets d^espece ß. 
En effet^ soient q^ Qi, ... Qs l^s 6 faces de Tun de ces groupes^ aboutissaot 
toutes a un möme soromet «i (fig. 15). La premiere q abonUra ä trois sommets 
^1) /^M 7i appartenant respeclivement ä chacun des trois systemes a, ß^ y. 
La face q^ contigue a celle-lä suivant a^y^ aura pour sommets ai^ y^ et qb 
autre sommet ß^ du Systeme ß. La face suivante ifi contigue a ^ soiyant 
axß^ aura pour sommets cf^, /?2? ^t un autre sommet y^ du möme Systeme quo 
7i. Continuant ainsi, on voit que les six ardtes issues de a^ aboutissent alter- 
nativement a des sommets du Systeme /? et a des sommets du Systeme y. 
Les sommets successifs du contour qni limite le groupe des faces ^y — f^ 
seront donc /S^, y^, /?,, y^^ ß^^ y^. 

Les trois points /?,, ß^^ ß^ partagent ce contour en trois seetions 
ßiYiß^^ /^2 72/^3 9 ß^yißi' Chacune de ces seetions sert de Separation entre 
les faces du groupe considere et celles d'un autre groupe. Considerons par 
exemple la section ßiyiß2- H existe quatre faces passant par le sommet y^. 
Deux d'entre elles if ^ Qi fönt partie du groupe considerä. La Iroisieme q' 
est contiguS ä q suivant ßxyi^ et son dernier sommet a^ devra 6tre da Systeme 
a. Enfin la quatrieme, q^ doit ötre contigue a q^ suivant yiß^ et a (»' suivant 
yiOi^. Les deux faces {)'y {)\ aboutissant toutes deux au sommet a^ apparlien- 
dront a un m6me groupe, qui sera contigu au groupe consider^ dans toute 
Tetendue de la section ßiyiß2' 

Enfin trois groupes distincts aboutiront ä chacun des sommets da Systeme 
ß. En eifet, on voit comme tout ä Theure que les six arötes issues d^uii 
möme sommet ß aboutissent alternativement a des sommets du Systeme a et 
a des sommets du Systeme y. II y aura donc trois de ces ardtes aboutissant 
a des sommets a^^ «29 ^3 du Systeme a. Les deux faces qui bordent chacune 
de ces trois arStes appartiennent evidemment a un möme groupe, et celles qoi 
bordent deux ardtes differentes appartiennent a des groupes differents. 

Cela pose, imaginons que les faces de chacun des groupes soient sopposdes 
liees invariablement entre elles de maniere a former une face compos^e ri^de: 
que d'autre part les seetions de leur contour suivant lesquelles deux groupes 
quelconques sont contigus soient supposees form er egalement une aröte poly- 
gonale rigide: nous aurons un nouveau solide ^ plus simple que n, car il 
sera compose de quatre faces seulement, chacune triangulaire , et se coupant 
trois ä trois en quatre sommets ßi^ ß^^ ßi^ ß4. Ce sera donc un tetraedre. 
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Le solide n n'est do&c qo'nn tetraedre, donl les faees auraient et6 
remplacees cbacune par une pyramide a base hexagonale. 

ChercboDS en dernier lieu quel est le nombre des zönes distinctes qu'on 
peut tracer sur le poly^dre P, et dans quel ordre se succedeAt sur cbacune 
d'elles les Clements ou ardtes remarquables qu'elle contient. 

Pour ceia, considerons (fig. 16) le polyedre 77^ formöcommenousvenons 
de le dire, en rempla9ant cbacune des faces du tetraedre ßyß^ß^ß^ par uu 
Systeme de six faces concourantes. Parmi les six ar^tes emanees de /?j, nous 
avons Yu qu'il y en a trois abontissant a des sommets du Systeme o. Seil 
ß^a^ Tune d'elles. II existe dans le polyedre P un tron9on de zöne biai 
correspondftut ä ßiOLi. Cette zöne Z^ et les deux autres, Z\ Z*', qui se Ira- 
versent mutuellement en ai, donnent autour de ce point 6 tron9ons: et le second 
tron^on de la zöne Z sera evidemment celui qui est oppose a bia^: il aura 
pour correspondant dans n Tarnte opposee a /?| o^ au point <X| . La figure 1 6 
montre que cette ardte aboutit en un sommet /^ du Systeme y- ^^ ^^^^ d« 
mdme que le trennen suivant de la meme zöne aura pour correspondante 
Faröte Yi(h^ opposee ä a^y^ au point y^: de möme le tron^on suivant aura 
pour correspondante Taröte a^ßi^ opposee a yi^'i ^^ point «2; puis viendra 
Taröte ß^y^ et enfin Taröte y2ßi^ a parlir de laquelle on retombe sur Taröte 
primitive /?!«!. 

Le contour total ßiOLiyifhß:^y2ßi correspondant a la zöne Z est ainsi 
forme de six arötes. La zöne Z contient donc six tron^ons distincts, et les 
elements ou ar£tes remarquables 6101010264^2 que Ton rencontrera sur son con-» 
tour sont successivement des systemes h^ a, c, a, h^ c. Sur les six Ironpons 
que contient cette zöne Z^ il n'y en a que deux, h^ai et 0264, qui joignent 
un element du Systeme 6 ä un element du Systeme a. 

Si nous comparons entre enx les 12 aspects relativement auxquds le 
polyedre est pareil ä lui-möme, la zöne Z ne peut i§tre sa propre homologue 
sous plus de deux aspects differents. En effet, soient A et A deux aspects 
relativement auxquels Z seit sa propre homologue. 

L'homologue du tron9on b^ay sera un autre tron9on de Z^ joignant 
un element du Systeme 6 ä un point du Systeme a a un element du Systeme 
fr. Ce sera donc n^cessairement ou b^ai ou a^b^. 

Cela pose, sMl existait plus de deux aspects relativement auxqaeis Z 
fAt sa propre homologue, il existerait au moins deux de ces aspects relati-i* 
vement auxquels Tun des tron9ons friai, 0364 serait homologue a lui-mdme« 
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Mds oeln ^st imposeible. SuppoeoDß en effat qua biUi soU hamologtte a lui- 
mSme, aiosi qua Z, relativamant a daux aspacts A at A'> X'elemeBt hi atant 
la saol da son aspeca dans la tron^on biai^ sara $od propra homologe. 
Las facas at ardtas auccassivas du trennen , F, G^ ä, . . . par lasquallas b^ 
se relie a aj sont chacune 3a propre homologua. Cbaqua aröta at cfaaqua 
sommat contaaus dans ces facas ast egalemapt son propra homologua. Las 
facas contiguSs a celias-lä suivant leurs diversas ardles sont alles- mömies laors 
propres bomologuas etc. En continuant ainsi, an voit qua tout elemaHt ou 
aröte du polyedre ast hooiologua ä lui-mdme: las deux aspects A et A na 
saraiant donc pas distinots cooime nous Tavons suppose. 

La Zone Z ne pouvant ötra sa propra homologua qua sous daux aspects 
au plus 9 et le nombre des aspects directs semblables atant da 12^ il y aura 
au moins six zönes dislinctes pareilles a Z. D'aiUeurs ces six zönes, con- 
tenaut chacune six tronQons, contiendront les 36 tron9ons qui correspondent 
aux 36 arötes de n. II existe donc en tout six zönes distinetes, pareilles 
antra alles. 

Dans le cas oü les c sont des arötas, les six zönes etant pareUles 
antra alles, chacune d'elle est loogitudinale ä Tune des arötas c qu'alla oott^ 
üent at transversale a Tautra. Car si Tune d'elles etait longitudinala^ par 
exemple, aux deux arötes qu'elle contient, eile ne pourrait ötre parailia a 
aelle qui est transversale ä Tune de ces arötes. Les el^ments a et 6 etant 
^can quatre fois rapetes, il est indifferent qua Taröte c a laqualle la Zone 
ast longitudinale seit calle qui est comprisa antre las daux somoiets u, ou 
Celle qui est comprise entre les daux sommats b. 

La 7^™^ classa fournit donc deux types nouveaux da polyadraa. 

1^^ type. Les deux systemas d'elements ä symetria teroiaira sont in-* 
varsas Tun da Tautra. Les alements ou arötes a symatrie binaira sont inverses 
a aax^mömas. II axista trois zönes pareilles se coupant deux a daux suivant 
aas alements ou arötes, et divisant le polyedre en 8 regions. 

2^me type. Tous les elemants et arötas remarqaaUas soot iq voraus 
a eux-mömes. II axiste six zönes pareilles entre alles et divisant la polyedre 
an 34 regions. 

Les details circonstancias dans lesquels nous vanons d'antrar vont nous 
permettre de gliaser rapidament sur le cas des solides derivas das autres 
polyadres reguliers, cas qui se traite axactement de la möme mauiera qua 
oalui - ci« 
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8^*^« classe. 

Sym^trie cubocta^drique. 

U existe: 1^ Un Systeme unique d'^lements remarqüables a ä rotation 
quaternaire^ et six fois repetes. 2^ Un Systeme unique d'elements remarqüables 
b a rotation ternaire, et 8 fois repetes. 3^ Un Systeme unique d'el^ments a 
rotation binaire ou d'arötes a retournement c, 12 fois repetes. Chacun de 
ces systemes sera evidemment inverse ä lui-möme. 

Le polyedre n aura 6 sommets a 8 faces, 8 a 6 faces et 12 a 4 
faces. D'oa, en desigaant par m, n, p les nombres respectifs de sommets de 
cbaque espece que contient chaque face, le nombre N des faces sera egal a 
6.8 + 8.6 + 12.4 144 , , , ^, 6.8 + 8.6+12.4 „^ 

i — r = — i — i — • <5elm des ardtes sera !— ^-^ = 72. 

m + ii+p m + ii+p 2 

Le theoreme i'Etder donnera 

26 + —!^ = 72+2, 

d'oü m+n+ü = 3, — i*i— = 48. 

'^ ' m + n + p 

Ainsi les faces sont en nombre 48, et triangulaires : chacune d'elles 
passera d'aillenrs par un sommet de chacun des trois systemes a^ ß, y. 

En groupant ensemble les huit faces qui aboutissent a un m6me sommet 
d'espece a on partagera les 48 faces en 6 groupes: le contour de chaque 
groupe contient 4 sommets du Systeme ß^ qui le partagent en quatre sections, 
doBt chacune sert de Separation entre les faces du groupe considere et celles 
d'un autre groupe. Enfin trois groupes concourent a chacun des sommets du 
Systeme /?. Le solide n n'est donc qn'un cube dont chaque face aurait et^ 
remplacee par une pyramide a base octogonale (fig. 17). 

On Yoit de mdme que n pourrait egalemeot 6tre considere comme ua 
octaedre pareil au regulier, dont les faces auraient dte remplacees par des 
pyramides ä base hexagonale. 

U reste ä determiner le nombre des zönes distinctes qu on peut traoer 
sur F^ et Fordre dans lequel se succedent sur chacune d'elles les eiements 
ou arötes remarqüables. 

Seit ai un sommet quelconque du premter Systeme dans n: les aröte» 
issues de ce point sont de denx sortes, les unes allant ä un point du Systeme 
y^ tel que y^^ les autres a un point du Systeme ßy tel que ß^. 
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Considerons en premier Heu Tarete otj^^i. La zöne Z qui coBtieni le 
tron9on ai Ci correspondant contiendra successiyement les tron9ons correspon- 
danls: ä Taröle yiO^ opposee a a,yi aa poinl yii a Taröte aj^a opposee a 
^1^2 en a,: aux arßtes y2«39 ^3^3? ^3^4^ «4/47 ^4^1. Ainsi celte zöne con- 
tiendra huit tron^ons distmcts, joigtiant des soinmets qoi sont alternativement 
des systömes a et c. Cette zöne ne poovant ötre sa propre horaoloj^oe sotis 
plus de 8 aspects, et le nombre des aspects direets semblables etant de 34, 
il y aura au moins trois zönes pareilles, Z, Z\ Z", 

Considerons en second lieu faröte «i /?| . La zöne Y qni contient le 
tron^on a^bi correspondant ä a^ß^ contiendra suceesstvement tos tron90ns 
correspondants & a,/?i, /^i/s, y^ß^^ ßsct^, a^ß-, ß-yi^ yiß^^ ß^^i. Ainsi 
cette zöne contient 8 tron9ons, joignant entre eux des sommets ou elements 
remarquables, appartenant a des systemes qui se succedent dans Tordre indique 
a la flg. 18. 

Sur ces huit tron9ons, quatre seulement joignent un element a ä un 
element 6. La zöne Y ne peut donc ötre pareille a eile - möme sous plus de 
quatre aspects differents: il existe donc au moins six zönes pareilles ä Y. 

Les six zönes Y^ reunies aux trois zönes Z, formest en tont neuf 
zönes, contenant les 72 tron9ons qui correspoudent aux 72 arötes de n. ü 
n'existe dono pas d'autres zönes que celles-la. 

Remarquons encore que si les c sont des arötes, toutes les trois zönes 
Zf Z\ Z'' doivent ötre a la fois longitudinales ou transversales ä toutes les 
arötes e qu'elles contiennent. Supposons en effet que la zöne Z füt transyemle 
ft Ci et longitudinale ä Cj. Le tron9on a^c^ et le tron9on a^e^ seraient essen- 
Uellement dissemblables, et la zöne Z ne pourrait ötre pareille ä elle-möme 
sous 8 aspects differents, comme cela est necessaire. D'autre part, si Z etail 
transversale aux arötes e qu'elle contient et Z' longitudinale ä oelles qu'elle 
contient, Z' ne pourrait ötre pareille a Z. 

II y aura ä distinguer ici deux cas suivant que les zönes Z, Z\ Z" 
sont transversales ou longitudinales aux c. 

La 8^"^« classe ne fournit donc qu'un type nouveau de polyedres. 

Tous les elements ou arötes remarquables y sont inverses ä eux-mömes. 
II existe deux systemes de zönes, Tun forme de 3 zönes pareilles entre elles, 
Tautre forme de six zönes pareilles entre elles: ils divisent le polyedre en 
48 regions. 
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9^™ class«. 

Sym^trie icosidod^ca^driqne. 

II exiale un Systeme nnique d'elemeQts remarquables a ä rotation 
d'ordre 5 et 12 fois repetes, ob autre d'elements^ a rotation temaire et 20 
fois rep^tes: enfin un autre d'elemeats a rotation binaire ou d'arötes a re- 
tonrnernent 30 fois repetes^ c. Chacun de ces systemes sera evidemment in- 
verse a lui-mdme. 

Le polyedre n aura 12 sommets a 10 faces^ 20 a 6 faces et 30 a 4 
faces. On en deduit comme tout a Theure le nombre de ses arötes, 180, et 
eelui de ses faces, 120. Chaeune de ces faces est triangniaire et passe par 
an sommet de cbacun des systeoaes a, ßy y* 

En groupant ensemble les 10 faces qui aboutissent a un möme sommet 
n, on voit que \e solide n n'est qn'un dodecaedre pareil au regulier, dont 
les faces auraient ele remplacees par des pyramides a base decagone. II 
pourrait ^tre egalement considere comme derivant d^un icosaedre pareil au 
regulier, dont les faces auraient ete remplacees par des pyramides a base 
bexagonale. 

L^une ou Tautre de ces definitions permet de se representer nettement 
le polyedre n. On en deduit le nombre des %6nw distinctes que Ton peut 
tracer sur P et Tordre dans lequel se suecedent sur chaeune d'elles les ele- 
nients ou arötes remarquables. 

Seit en effet a^ (6g. 19)*) un sommet du premier Systeme a: parmi 
les arötes issues de ce point, il y en a qui aboutissent a des points du Systeme 
y: soit «i/i Tune d'elles. 

La Zone Z qui contient le tron^on ai Ci correspondant ä a^Yi contiendra 
successivement les tron^ons correspondanta aux arötes successives oLiYi't yi^i'i 

«2/?ii Ä/i, y^A, A«39 «s^j/ys^i, «4A, ßzY^^ ^4/^41 /?4«i. Elle contient 
donc 12 trottfons distincls Joignant entre euz des elements ou arötes remar- 
quables, appartenant a des systemes qui se suecedent dans Tordre indique a 
ia fig. 20. 

Sur ces 12 tron^ons, 4 seulement ]oignent un elenent o^a un elöment 
6. La töne Z ne peut donc ötre sa propre homologue sous plus de 4 aspects. 

Le nombre total des aspects semblables etant de 60, il y anra au moins 
15 zönes pareilles. Ces 15 sönes, reunies rasemble, contiennent les 180 

*) Poor ^viter Ia confasTöndes ligned, ön n'a itkci sur la figute qua Ticosa^dre 
d<rtit n eaf d^rir^j et cdtes dQs arötes da^^vf qui cerrespondent ü uae möm|9 söne ,Z. 
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tron9ons qui correspondent aux 180 arötes de n. II n'existe donc pas d^autres 
zönes que celles-la. 

La 9^™* classe ne fonrnit donc qll^an type Bouyean de polyedres. 

Tond les ölöments ou arötes remarqnables y sont inverses a «ux-niönies. 
11 exisle iin Systeme de 15 zönes pareilles, dWisant le polyedreen 120regioB5* 

Remarqae. Considerons specialement le cas ou les e sont des ar6tes. 
Parmi les qoatre arötes de cette espece que contient la zöne Z, il y en a deux 
qui se tronvent comprises entre deux elements de Tespece a, et deux ao con- 
traire qui se trouvent comprises entre deux elements b (voir le tableau de la 
page pricedente): soient Ci, €2 les deux premieres arötes, e[^ c^ les deux snivantes. 
Si la zöne Z est longitudinale ou transversale a Cj , eile sera longitndinale ou 
transversale a c^: au contraire eile sera transversale ou longitudinale a c\y c^. 
En effet si la zöne Z etait longitudinale a 0, , par exemple, et transversale ä C2 , 
les tron^ons qui aboutissent en c^ ne pourraient 6tre pareils a ceux qoi abou- 
tissent en Cs , et par suite Z ne pourrait ötre sa propre homologue sous qnatre 
aspects differents, comme cela doit 6tre. D'antre part supposons que Z soU 
longitudinale a Cj et ä cj: eile le serait a Cj, comme nous venons de le voir: 
bn verrait de m6me qu'6tant longitudinale a c'i eile le sera ä 1^: eile le sera 
donc a toutes les arötes qu'elle contient: cela pose, seit Z' celld des sönes qui 
est transversale ä Cii eile ne pourrait ötre pareille a Z comme cela doit ^tre. 

On n'aura donc a distinguer que deux cas diflKrents^ celni ou Z est 
longitudinale a Ct et celni ou eile lui est transversale. 



111^ 

Demonstration d^nn dernler th^orinne« 

Deux polyedres seront dits ineenes l'un de Tautre si les «spect« * dii 
de Tun des polyedres sont respectivement semblables aox aspects inverses 
de Tautre. 

Soient P, F deux polyedres symetriques Tun de Tautre relativement 
k un point ou a un plan donnö. On seit que les faces des deux polyedres 
sotit respectivement egales, mais enchatnees dans un ordre prödsömeBt inverse. 
Les deux polyedres sont donc inverses Tun de Tautre; 

Deux polyedres inverses a un troisieme etant evidemm^nt pareils entre 
eux, lout poly^dre inverse a P $^a pareil a F, et redproquement : 



.V . ■. . ?■ . 
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Theoreme. SoU P tm polpidre mver$e ä lui-^mimey et qui de plus 
peut etre pareil ä hi-^mfyne saug certains aspects directs, en nonÜMre p ; on paurra 
determmer (fune infinite de maniäres tf« polyedre JT, ä faees planes on gauches, 
pareil ä P, superposable ä hd-^mime sous Ies p aspeets relatieement auxquels 
P est pareil ä lui-meme, et qui sera, de plus, symetrique ä IwHnime par rapport 
ä un plan au ä un point donne, 

Nous allons demontrer 8i}cce$9iveaieDt ce thtoreme pour Ies classes 
2, 5 et 7: Ies constructions que nous donnerons s'appliquent d'aiUeurs aux 
aütres cas. par une analogie Evidente. 

SecoRde dass«. 

1<^i' type. Solides presentant k ssdnes meridiennes pateilles entre elles. 

Ces k zönes se coupant ä leurs extr^mif^s, se partageront tnutoelletnent 
en 2k demi-zönes: soient Q, Q^^ ... Q^k^i ces tron9ons de zönes, ecrits dans 
Tordre oü Ies rencontre un observatenr toumant dans le sens direct autour 
de Tun des elements extremes S: soient R^ Ri^ ... Rut-i Ies regions qii% 
laissent respectivement entre enx. Deux regions snccessives etant inverse^ 
Tune de Tautre, Ies regions de rang pair R^ Ri^ . . . Ruc^i sont pareilles entre 
elles: Ies demi-zdnes Q, Q^^^ ... Q^k^i de rang pair, qui Ies bordent re^- 
spectivement sur la gaudie, sont donc pareilles entre elles: de möme pour 
ies demi-zönes de rang impair ^i, ,.^ Qok^x* 

Cela pose, imaginons une sphere quelconque : soient a^ x deux points 
aitues a rextremite d'un mdme diametre, Xy Xi, .». yi^i^^x^ ^^ demi grands 
cercles ayant a et r pour extremites, et formant entre eux des angles egaux. 
Faisons correspondre par la pensee la suite de ces demi - cercles i celle des 
demi-zönes Q^ Qx^ . . . Q^h^x'* aux regions suceessives Ä, Äi, . . . Ä»*-! cor^ 
fespoadront Ies fdseaux if^ (>, , ... q^^^^x vespecliTenent comiMria entre ;: et /, , 
Ix et Xa etc. 

Si f un 4es elements extrömes da polyedre^ iS et T^ oq tous deox, sont des 
sommets, ndus prendrons pour leur correspondre Ies pöles a elr. Si une demt- 
solle, Q par exemple, eontient un somiaet a qui seit inverse a lsi*-iDÖBie, Ies h 
demi-sdnes pareilles Qr^ Q^^ . . . ^^«^^ coittiendront chacune un soomi^ pareil a 

a: nous choisirons^ peur correspondre re^fiectiTement a ces points a^ ai , a^x 

une e^rie de points a^ cc^ ... «,^| aitnis sur le$ m^rtdiens x^ Xi^ ••• )ük^^ 
et tons situes i la m^me distanoe de er, cette distance restant arbitraire. 

Bnfin solMt hy e . * v lea divers aoinmet» de ki regiau R, non inverses 

43» 
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a euX'^möines: pr^iOBS pour leur correspoBdre des points ß,y3 ••• arbitraire- 
ment choisis dans le fuseau g. La region voisiiie Ri a ses sommels b' ^ e' 
respectivemeiii inverses de b, e, ...: nouB prendrons pour leor corraspondre 
les points ß', y\ ... sitoes dans (^i et respectivement symetriqaes de ß, y^ « . . 
par rapport au plan du meridien X\* 

Faisons maintenant tourner le Systeme de ces deux regions autour de 

2a 2flK 2n 

faxe 0%^ d'un angle -r-, puis encore de -^, puis encore de —r- etc. Les 

fuseaux q et q^ viendront successivement occuper la place de (>2 et if^^ de 
^4 et ()5 etc. et le Systeme des deux points conjugues ß^ ß' occupera successive- 
ment k positions differentes ß et ß\ ßi eV ß\^ ß2 et ß'2 etc.; nous prendrons 
ces 2ür points pour correspondre respectivement aux sommets byVy 61, 61 . .. etc. 
alternativement pareils et inverses a b, et situ^s respectivement dans les regions 

Supprimons maintenant les meridiens X9 X^ ^^^- 4^' ^^^ ^^^^^ ^ ^^ ^^^ 
Struction, et faisons correspondre ä cbaque ardte mn de P, un arc de grand 
cercle luv jpignant ensemble les deux points /u^ v respectivement correspondants 
km et ä n. Nous aureus obtenu un reseau spherique . evidemment pareil a 
Py et qui, en vertu de sa construction möme, sera superposable a lui-mdme 

par une rotation d'un angle — r- autour de or. En effet, seit fiv un arc qiiei«* 

conque, joignant deux sommets situes dans le fuseau ^ par exemple: cet arc 
correspond a une aröte fnn situ^e dans la region R: la region pareille R2 
contient une aröte pareille m^ni k laquelle correspond un arc de cerele ]t]t|V| 

dans le fuseau ifi. Si le reseau tourne de Tangle -p-, fi succedera k /i|, 

^ k Vi eX fiv k fiiVi. 

Le resea« jouU eafin de la propriete d'ötre son propre symetr^pie par 
rapport a Tun quelconque des plans meridiens traces ci-dessus: au plan du 
meridien X\ P^^ exemple. Seit en effet ß un sommet quelconque de.la region 
^; t>n voit aisement ^e les 2A sommets ß^ ßi^ ßi^ /^.etc^ sont resp^i^tiye- 
ment symetriques des sommets ß*, ßg^ ...elc Car tous ce« points sont s^ues 
sur «H mtm% parallele W. Prenolis le plan de ce pariallele pour plan de la 
figure 21. Le meridien Xm perpendiculaire « ce plan, se projette suivant une 
ligne droite 0$ qui eoupe le parallele au ,point 6, milieu de /^^^ puisque, par 
constmetion, ces drax poinls soiit sym^triques par rapport . au plan meridien. 
Cela pose, sl nous pr^nons le rayon du ^papällele pouk* mAe^ VarA compris 



^ ; fc 
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entre le point ß et Tun des points pareils ßx est egal a ^'~r~: on a donc 

wrcOßx = i— jT — aroßO. 
De mdme Tarc compris entre /?Li-a ©l /^ elant egal a ^--r- on aura 



ib 



2fi 

arc /ii_i-i Ö = A . -T — arc ßß" = arc 6ßi . 



Les deux points ßi et /iLi__i sont donc symetrigues Tun de Tautre. 

Joignons maintenant cbaque point de la sphere au centre: prenons sur 
ce rayon une longueur arbitraire, mais la möme pour cbaque Systeme de 2k 
points conjugues tels que ß, ß\ ßi^ ß\ etc. Les points ainsi deterniines 
formeront un poiyedre 77 evidemment superposable a lui - mdme par une ro- 

OfK 

tation d'un angle -r- et symetrique a lui-m6me par rapport au plan X\' 

2^ine type. Solides A zöne equatoriaie. 

La zöne equatoriaie Z divise le poiyedre en deux regions inverses 
Ry R\ Nous tracerons snr la spbere un grand cercle ^^ qui la divise en deux 
jnoities, (fy (f', respectivement correspondantes a jß et R\ 

Cbaque sommet b de la region R a k sommets pareils b, 619 .. . bjt^i 
dans cette region^ et k inverses b\ b'i^ ... 6iL.i dans Tautre. Soient ß un 
point arbitraire de la region (f: ß^ ßi^ ... ßj^i les k positions que ce point 
occupe successivejnent lorsque on fait tourner la spbere , autour de la droite 

OT qui passe par les pöles de ^y des angles --r-? "T""*^*'^'^^nr'' ^^^ 
soient ß\ ß\^ ... /9Li l^s points syroetriqnes de oeux^ci par rapport a 
Fequateur ^. Nous prendrons pour correspondre respectivement aux points 
-b, 61, . • . b'y ^i, • . . ceux-ci ß^ ßi^ ... ß\ ß\^ . . . etc. 

Si la region R contient un sommet S pareii a lui-*mdme, on prendra 
pour lui correspondre le pole a^ et pour correspondre a son inverse Ty le 
•pole r. SMl existe sur Z des sommets a qui soient inverses a eux^mömes. 
on prendra lenrs correspondants a sur Tequateur. 

A cbaque ardte mn du poiyedre i» faisons correspondre un arc de grand 
cercle fnv joignant les points fi el v respectivement correspondants a m et a 
»k La reseau aiasi determine sera evideniment pareii a Py superposable a 

Jtti-mdme par nne rotation d'un angle -nr-, et symetrique a lui-mdme par 
: rapport au plan de requarteor & On en didnit comme tont ä rheure Texistence 
A^nsk pblyedre IT jouissant dies möraes proprietös. 
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3feroe type. AucuH elemcnt nest son propra intwrse. 

Soienl 6 un sommet quelconque, 6,, ... bi,_i les sommets pareils« 
//, 6, , ... b'k^i leurs inverses. On prendra pour leur correspondre respective- 
ment un point ß choisi arbitrairement sur la sphere, les points ßi^ ... ßt^i 
avec lesquels ce point vient successivement coincider par des rof alions d^angle 

etc. eiTectuees autour d'un dianietre determine or: enfin les points 



k ' k 
ß', ß\^ ... /?L, symelriques de ceux-ci par rapport au cenire de la sphere. 

S'il exisle un sommet S pareil a lui-mäme, on prendra pour lui correspondre 

le point (7. Son inverse T aura pour correspondant r. 

Le reseau forme sur les sommets ainsi delermines sera evidemment 

pareil a F, superposable a lui-meme par une rotalion d'un angle -r-, enfih 

synietrique a lui-möme par rapport au centre de la sphere. On en deduit 
comme toul a Theure un polyedre 77 jouissant des mdmes proprietes. 

Ciiiquiemc classe. 

1 ^^ type. Solides presentant k zönes meridiennesy sans $öne iquatöriale. 

Les k zönes meridiennes partagent la surFace du polyedre en 2iSr r^gions 
Ä, Äj, ... JRjjb-.!, comme pour la seconde classe, premier type. Mais il y a 
fcetfe difference dans le cas actuel que le solide 6!ant symetrique par renverse- 
nieni, chaque region est sa propre homologue sous deux aspects dHTerents: 
eile coritient ainsi un el^ment a rotation binaire, ou une ar£te i retonrnMent : 
töus ses aulres elements seront pareils deux a deux. 

NoQs choisirons les sommets du reseau spherique correspondant m 
polyedre P de la mdme maniere que pour les solides de la 2^""^ classe^ 1*^ 
type^ avec cetle seule difference que nous aurons soin de choimr pour cor- 
respondre a chaque couple de sonunets pareils b^ B pris dans Ja region R^ 
deux points ß, B du foseau q symetriquement places par rapport au . foiot I\ 
centre de ee fuseau. Si Telenient doue de rotation binaire que renferme R 
est un sommet, on prendra pour lui correspondre le point 7* hti-m^tte. 

En observant oette pecaution, le reseau pareil a P que Tmi obliendra 
par la metkode decrite (pages 339 — 341) sera noo aetilemeot superposable 

a lui-m£me par urie rotation d*un angle -r- et symelriqoe a Ini-^lndnie par 

rapport k un plan: mals il sera encore superposable k lui-mMe par fenrerae- 
meBt. En effet^ faisons toumer le reseau de J8(y- autour du diamMre qiii 
passe par r{f^%- 22). Les somoMta pareils /3 et B se ronphoercHit reeiproque- 
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inent: les deux meridiens X, Xi ^^ remplaceront egfalement Tun Tautre. Le 
point B', symetrique de B par rapporl a/i, remplacera donc ßi,_i symelrique 
de ß par rapport ä /^ et reciproquement. Le parallele P du point B viendra 
remplacer le parallele cD du point ß et reciproquement. Le point B| sitae sur 
P ä une distance de B egale a la A*^""^ partie de la longueur totale de ce 
parallele y viendra donc remplacer le point /i*__i, situe sur cD et ä la möme 
distance de /i. De m^me pour tous les autres points. Chaque point etanf 
ainsi permute avec un aulre point pareil, le reseau tout entier sera superpose 
a lui-mdme. 

2^"^^ type. Solides ä iöne equatoricUe et ä k siönes meridiennes. 

Les k zones meridiennes, considerees isolement, partagent la surface 
du polyedre en 2& regions R^ ß|, . . . Ajit-i elc. alternativement inverses et 
pareilies a la premiere R. Cbacune de ces regions, teile que R, etant divisee 
par la zöne equatoriale en deux regions inverses Tune de Taulre, les sommets 
qu^elle cohtient se grouperont par couples de deux sommets reciproquement 
inverses b et B. Quelques sommets c pourront d'ailleurs 6lre leurs propres 
inverses: Hs seront situes sur la zöne equatoriale. 

Nous choisirons ici encore les sommets du reseau sph^rique correspon* 
dant a P de la mdme maniere que pour la seconde clasde, 1^' iyp^? sauf 
cette difference que Ton aura soiil de prendre, pour correspondre ä chaque 
couple de sommets inverses Tun de Tautre, b^ B pris dans la region R, deux 
points /9^ B du fuseau q symetriqnement plac^ par rapport ä reqaaleur C de 
la sphere. Si R presenle queique sommet c inverse ä lui-möme, on prendfa 
son correspondant sur T^quateur. 

En observant cette pr^caution, le reseau pareil a P que Tott formera 
par ta mMhode ci*-dessus indiqu6e sera non seulement superposable a loi- 

möme. par une rotation d^angle --p-, et symetrique a lui-mdme par rapport a 

an plaa: naid il sera superposable ä lui^mdme par retournenient. , En effet, 
seit d le point , d*iiitersection de requateur avep le meridien Xi 9 ^^ separe Les 
deux regions (» et Qi (fig. 23) faiaons tourner le Systeme de 180" autour du 
diametre qui passe par ce point. Le point ß sera evidemment permute avec 
ie point B', symetrique de B par rapport a Xi- ^^ ^omX W fait partie du 
reseau par construction : il est inverse a B et par suite pareil a ß. De möme 
le point ßiy inverse de ß sera permuti avec le sommet B qui lui est pareil. De 
m^me pour^ les autres poiat& Donc enfin le reaeau aera superpose a lui^mdme. 
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Septieme classe. 

1^ type. Let elements ä rotation temaire ne sont poi meer$e9 ä 
eux-wUmeM., II existe trais %dnes Zj Z\ Z*' dh%$ant le polyädre en 8 rigions 
R, R,. etc. 

Tra^ons k la sorface d^une sphere trois grands cercles rectangulaires 
'^y Xy r' respecfiTenent correspondants a Z, Z\ Z* : ils partageront la sarface 
de la sphere en 8 triangles trirectangles q, (I| , ... etc. respectivement cor- 
respondants k R^ Ri « etc. 

Soit b nn sonmet quelconque de A. Celle rejfion elant homologue a 
elle-m^e sons trois aspeds dislincl3, contiendra trois sommets pareils b, b\ 
b' : on prendra poar leor correspoiidre trois points ß, ß\ /?'' pris dans la 
region Q et choisis de teile sorte quHs se permutenl entre eux lorsque on 
fait tourner le triangle de Tangle -^ autour de son centre y. R contient 
un element c qni est homologue a lai-möme sous ces trois aspects: st c'est 
un sommet« on prendra le point y pour lui correspondre, Si un sommet de 
R est inrerse A Ini-m^me, il sera situe sur la zöne de Separation de A et 
d*une region conligu^ R\ On prendra pour lui correspondre un potnt sitne 
sur Tarc de eerele qui limite les deux regions (^ et (>i. Enfin, si un sommet 
de R ^<t ^ I* ^^'^ inverse a lui-möme et doue de rotation bindire, il sera 
situe A la rencontre de deux des lönes qui limitent R. Qn prendra pour lui 
corre$|KUidre celui des sommets de q qui se trouve situe a rintersection des 
eer^lM vorrespondants ä ces sdnes. 

Sur les huil regions de P^ il en existe qualre pareilles a R: ces 
r^gUins elant nöeessairemenl non contiguds, sont celies qui repondent an tri- 
niigi« (^ ^t aux trois triangles (i,, if\^ ify 4ui lui sont oppqses par le sommet. 
A ohnqtie Systeme de sommets by b\ b" de R correspond un Systeme de 
loniini^ls homologues dans Rt. Nous prendrons pour lui correspondre nn 
lypl^me de points choisis dans ^i de teile sorte qn'il se confoade avec le 
pyvU'^nie dei points fi, ff^ fi" lorsque on transporte le triangle pi snr le tri- 
attglt« if pour lo9 fnire ooincider ensemble. Nous ferons de möme ponr 

Lei quntre aulres regions, R', R'i, A^, R'^ ont lenrs sommets inverses 
t\pik pr^oAdenti. Les triangles correspondants (f', (f\^ (i^, p, sont respectivement 
pynHilrlques de (>• (>m (^^ Ps P^>* rapport au centre de la sphere: et I'on 
prendra pour oorrtspondre respectivement anx somaiets de R', R'r^ ete. les 
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poiiits de la sphere symetriques des points precedemment marques par rapport 
au centrc de la sphere. 

Sur les points ainsi determines nous pourrons former un reseaa, qoi 
par construction , sera son propre symetrique par rapport au centre de la 
sphere*). II sera en outre superposable a lui-mdme de 12 manieres dif- 
ferentes. En elTet, si Ton fait tourner le reseau de maniere ä amener un 
quelconque des quatre triangles (f, (>i 9 (^2 9 (^3 a la place occupee primitivement 
par (f, les quatre triangles se remplaceront evidemment les uns les autres: des 
lors, en vertu de notre construction , tous les sommets a, b, etc. contenus 
dans chacun d^eux remplaceront les sommets homologues ai, 61^ etc. de celui 
qui occupait precedemment la mdme place. Les points symetriques de a^ 6^ . . . 
par rapport au centre de la sphere viendront donc a la place qu'occupaient 
les points symetriques de a^, 6j, etc. Tous les sommets seront donc rem- 
places par leurs homologues, et le reseau sera superpose a lui-mdme. 

Si maintenant on fait tourner le reseau autour du diametre qiii passe 
par /, on pourra superposer le triangle (> a lui-mdme de trois manieres dif- 
ferentes. Les triangles (>i, (>2^ ^3 seront permutes entre eux, et d'apres ce 
qui precede, le reseau sera encore superpose a lui-möme. On peut donc le 
faire colncider avec lui-m6me de 4.3 = 12 manieres differentes. 

2^me type. Tous les elements et arStes remarquables sont ineerses ä 
eux^inemes. II exüte six zönes pareilles, decoupant le polyddre en 24 regions. 

Tra9ons a la surface de la sphere quatre arcs de cercle^ joignant les 
sommets d^un tetraedre regulier. Par le centre de chacun des quatre triangles 
spheriqnes ainsi formes, menons 6 arcs de grand cercle, aboutissant aux som- 
mets du triangle et aux milieux de ses cötes. Nous aurons decompose la 
surface de la sphere en 24 triangles rectangles. Deux quelconques de ces 
triangles contigns entre eux sont evidemment symetriques Tun de Tautre. Deux 
triangles contigus ä un troisieme sont donc superposables. Les 24 triangles 
se partagent donc en deux systemes, formes chacun de 12 triangles egaux. 

Nous pouvons etablir une correspondance entre ces triangles et les 
regions du polyedre P ^ qui s'enchainent les unes aux autres de la möme 
maniere, ainsi que nous Tavons vu. Soient R une de ces regions, p le tri- 
angle correspondant. A chaque sommet h de R, faisons correspondre un point 



*) On verrait ats^ment qu'il est ^galement symetrique ä lui-m^roe par rapport 
au plan de chacun des trois cercles ^^ ^\ ^^, 
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ß de Q. Si un sommet c est inverse ä lui-mdme, il est situe snr la limite 
de R et d'une autre region R\ On prendra pour lui correspondre un point 
situe sur Tarc de cercle qui separe les triangles correspondants q et ^\ Enfin 
si ce point est ä Tintersection de plusieurs ^önes, on prendra pour lui cor- 
respondre Tiiltersection des arcs correspondants. 

A cbaque sommet b ie R correspond un sommet pareil dans chacune 
des regions pareilles /2i , R2 ^ etc. On prendra pour lui correspondre les points 
des triangles correspondants Qi^ (>2 ? • • • qui viennent colncider avec b lorsque 
on deplace (ii, (>2 9 ... pour les superposer a (), Aux autres regions R', R'i etc. 
inverses des precedentes, correspondent des triangles ^', q'i^ ... symetriques 
des precedents par rapport au centre de la sphere. En effet, les sommets 
du tetraedre ont pour symetriques les milieux de ses faces: les milieux des 
arStes sont symetriques les uns des autres. Le triangle ^ ayant trois de ces 
points pour sommets, le triangle symetrique par rapport au centre de la sphere 
aura ericore . trois de ces points pour sommets. Ce sera donc Tun de ceux 
de la Serie (>', (fit ' - - ^1^* ^^ triangle, que nous designerons par q\ cor- 
respondra a Tune des regions inverses de R: cette region R' contient un sommet 
h* inverse a b: Nous prendrons pour lui correspondre le point ß' symetrique 
de ß par rapport au centre de la sphere. 

Le reseau pareil a P que nous formtons ainsi est symetrique a lui- 
möme par rapport au centre de la sphere. (On verrait aisement qu'il Test anssi 
par rapport a chacun des six plans bissecteurs des angles diedres du tetraedre.) 
Enfin si on le deplace de maniere a amener Tun quelconque des 12 triangles 
(fy ^i etc. ä la place occupee par ()y les 12 triangles ^^ ('U • • • ^^^' ^^ ^^^^ 
cederont les uns aux autres: leurs points homologues se succederont donc 
mutuellement. Leurs symetriques par rapport au centre de la sphere se suc- 
cederont de möme, et par suite le reseau sera superpose a Iui-m£me. 

IV°. 

R^capltidatlon. 

Les resultats definitifs obtenus dans ce memoire peuvent dtre formules 
ainsi qu'il suit: 

Theoreme L La simiiitude de deux aspects directs entralne celle 
des aspects retrogrades correspondant aux mömes sommets et arötes^ et re- 
ciproquement. 
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Theoreme II. Soit P un polyedre inverse a lai-möme, et qui de 
plus soit pareil a lui-mdme sous certains aspects directs en nombre p: on 
pourra determiner d'une infinite de manieres un polyedre n^ a faces planes ou 
gauches, pareil ä P, superposable a lui-mötne sous les p aspects relativement 
auxquels P est pareil a lui-mdme, et qui sera, de plus, symetrique a lui- 
mdme par rapport a un plan ou a un point donne. 

Lemmes. Si le polyedre considere P presente des element« on arStes 
inverses ä eux-memes, ils dessinent autour du polyedre une ou plusieurs zönes 
continues. Ces zönes partagent le polyedre en un certain nombre de regions. 
Ces regions sont de deux especes seulement, deux regions contiguSs etant 
inverses Tune de Tautre. 

Si h zönes se coupent suivant un möme element, il y a une rotation 
de Tordre k autour de cet element: reciproquement, si an element est inverse 
a lui-möme et doue d'une rotation de Tordre k^ il s'y croisera k zönes. 

II ne peut se couper plus de deux zönes suivant une aröte. Toute 

« 

aröte suivant laquelle se coupent deux zönes est dou6e de symetrie de re^ 
tournement. Reciproquement, si une aröte est inverse a elle-möme et douöe 
de symetrie de retournement, il s'y coupera deux zönes. 

Theoreme III. Tout polyedre inverse a Iui-*möme appartient a Tun 
des 18 lypes suivants: 

1^^ classe. PolyMres dont tous les aspects directs sont di/fSrents. Gette 
classe prösente deux types de polyedres inverses ä eux-mömes. 

1er type. {[ existe des elements et arötes inverses a eux-mömes et 
situes sur une zöne unique Z. 

2^e type. II n'existe ni elements ni arötes inverses a eux-mömes. 

2tee elasse. Polyidres symetriques par rotation. Cette classe foumit 
trois types de polyedres inverses a eux-mömes. 

1^ type. Chacun des elements uniques S et T est inverse a lui- 
möme. L'ordre de la rotation etant k, on peut tracer autour du polyedre k 
zönes mdridiennes se coupant aux deux pöles S et T. 

2ome type. iS est Tinverse de T et reciproquement. D existe des 
elöments on arötes inverses a eux-mömes et formant autour do polyedre 
une zöne äquatoriale unique. 

3^« type. /S est Tinverse de T et reciproquement. II n'existe ni 
eliment ni aröte inverse a lui- möme : k lignes geodesiques pareilles L^Li^... L^i 
convenablement tracees entre iS et T, decoupent la surface du polyedre en 

44» 
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k fuseaux pareils, partages chacun en deux regions inverses Tune de Tautre 
par l'une des lignes ^, . . . yik^i inverses de L, . . . L^^i. 

3«»« classe. Polyedres symetriques par rotation et retoumement. 

Type unique. U existe deux zönes meridiennes se croisant saivant 
TelemeDt unique, et suivanl l'ar^te a retourneiuent. 

4eme eiaSSC. Polyedres symetriques par retournement. 

1^' type. Cbacune des ardtes uniques jS et T est inverse ä eile- 
meme. U existe deux zönes meridiennes se croisant suivant ces deux ardtes, 
et decoupant ia surface du polyedre en 4 regions. 

2^™ö type. L'arete S est Tinverse de T et reciproquement. II existe 
des elenients ou ardtes inverses a eux-mömes et formant autour du polyedre 
une Zone equatoriale. 

3eme type. LW^te S est inverse de T et reciproquement. II n'existe 
ni element ni arete inverse ä lui-m6me. Deux lignes geodesiques pareilles 
L, Li , convenablement tracees entre S et T, decoupent la surface du polyedre 
en deux regions pareilles, partagees cbacune en deux regions inverses Tiine 
de Tautre par Tune des lignes yJ, ^i inverses de L et Li. 

5«me classe. Polyidres symetriques par rotation et renpersement. 

1®' type. U existe k zönes meridiennes, se croisant aux deux pöles 
S et T, et partageant la surface du polyedre en 2k regions, dont chacone est 
homologue a elle-möme sous deux aspects directs differenls. 

2^me type. Cbacun des elements ou arötes remarquables est inverse 
a lui möme. II existe, outre les k zönes meridiennes, une zöne equatoriale 
Le nombre des regions du polyedre est 4k. 

3eme type. U existe un Systeme de deux arötes a retoumement in- 
verses ä elles-mömes: et deux systemes, inverses Tun de Tautre, d'elements 
a rotation binaire. U existe deux zönes meridiennes, qui se croisent suivant 
les arötes remarquables et partagent la surface du polyedre en 4 regions dont 
cbacun est bomologue a elle-möme sous deux aspects directs differents. 

ßeme ciasse. Polyedres symetriques par retoumement et renversement. 

1^ type. Un seul des trois systemes d'arötes ä retoumement est in- 
verse a lui-möme. II existe deux zönes möridiennes se croisant suivant les 
arötes de ce Systeme et partageant la surface du polyedre en 4 regions dont 
cbacune est bomologue a elle-möme sous deux aspects directs differents. 

2^me type. Cbacun des trois systemes d'arötes ä retoumement est 
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inverse a lui-mdme. II existe trois zönes, passant chacune par deox systemes 
d'arätes remarquables, et partageant la surface da polyedre en 8 regions. 

7*"* Ciasse. Polyddres ä symitrie tetraedrique, 

1®^ type. Les deux systemes d'elements a symetrie de rotation ternaire 
sont inverses Tun de Tautre. Les elements ou arötes a symetrie binaire sont 
inverses a eQx-mdmes. U existe trois zönes pareilles, se coupant deux ä deux 
suivant ces elements ou arötes, et divisant le polyedre en 8 regions dont chacune 
est sa propre homologue relativement a trois aspects directs differents. 

2^me type. Tous les elements ou ardtes remarquables sont inverses 
a eux - mdmes. U existe six zönes pareilles entre elles et divisant le polyedre 
en 24 regions. 

gene dasse. Polyädres ä symetrie cuboctaidrique. 

Type unique. Tous les elements ouarötes remarquables sont inverses 
a eux-mSmes. II existe deux systemes de zönes Tun forme de 3 zönes 
pareilles entre elles, Tautre de 6 zönes pareilles entre elles. Us divisent le 
polyedre en 48 regions. 

giae classe. Polyddres ä symetrie icosidodicäedrique. 

Type unique. Tous les elements ouarötes remarquables sont inverses 
ä eux-mömes. U existe un seul Systeme de lö zönes pareilles, divisant le 
polyedre en 120 regions. 

Observation. Lorsque deux zönes se coupent suivant une aröte, 
Tune de ces zönes est longitudinale, et Tautre transversale ä cette aröte. 
Cette distinction permettrait d^etablir des divisions secondaires dans quelques-uns 
des types ci dessus. 

Paris, 1868. 
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Note sur la sym6trie inverse des poly^dres non 

eul6riens. 

(Par M. Camille Jordan ä Paris.) 



Ums une note inseree au T. 66 de ce Journal nous avous indique 
la maniere de repartir les surfaces polyedriques en especes correspondant aux 
diverses valeurs qui peuvent ötre assignees ä deux parametres m ei n: nous 
avons en outre indique que les polyedres de Tespece (0,1) (ceux qui pre- 
sentent Taspect general d'un tore, par exemple) sont susceptibles de trois sortes 
de symetrie directe, que nous avons appelees 

1°. Symetrie mn-aire 
2^. Symetrie mi» -binaire 
30. Symetrie mn-quaternaire. . 

Les parametres m et n pouvant chac.un prendre toutes les valeurs en- 
tieres possibles, sauf dans le dernier cas, oü nous avons Signale une restriction 
n Inqueile ces valeurs sont soumises. 

En reprenant recemment la questiou, je viens de reconnaitre, que la 
restriction indlquee au lieu cite n'est pas süffisante, et qu'on doit avoir neces- 
nairemont n = m, de sorte que la denomination de symetrie m»- quaternaire doil 
Alre romplaceo par la suivante: symetrie m^ - quaternaire, La valeur du parametre 
m peut d'ailleurs ötre un entier qüelconque. 

D'autro pari, en appliquant la methode exposee dans le memoire ci- 
di'HHUi fi 1h rochercbe des symetries inverses de ces polyedres, on obtient 
U^H roHultats suivants. 

Hi un polyedre d'espece (0, 1), et presentant la symetrie mi»-aire, est 
im oMire inverse ä lui-möme, trois cas pourront se presenter: 

1^. Aucün elemcnt ni ar^te n^est son propre inverse. 

Soient dans ce cas A, a deux sommets inverses Tun. de Tautre, et 
i;hoihiH aussi voisins que possible, L une ligne geodesique tracöe entre A et 
r/, L, JJ etc. les diverses lignes pareilles ou inverses a L que Ton peut tracer 
nw le polyedre. L'ensemble de ces lignes constituera m contours fermes K, IC ... 
ne 00 coupant pas eux-mdmes ni mutuellement: sur chacun de ces contours 
so Irouveront n sommets pareils ä ^^ et n pareils a a, qui se succedent, alter- 
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nativement. Ces contours decouperont enfin la surface du polyedre en m re- 
gions Ry B! annulaires, pareilles entre elles, et analogiies ä Celles que m cercles 
meridiens determineraient sur la surface d'un tore. Chacune de ces regions 
R est inverse ä elle-mdme, et pareille ä elle-mdme sous n aspects. Soit 
A une ligne tracee sur Tune des regions R de maniere ä dtre la plus courte 
possible tout en joignant entre eux deux sommets inverses B et ß, Les diverses 
lignes pareilles ou inverses ä A que Ton peut tracer sur la dite region forment 
un contoui' ferme I, ne se coupant pas lui-mäme, et sur lequel se trouveront 
alternativeinent n sommets pareils k B e\ n sommets pareils ä ß. Ce contour / 
partagera Tanneau R en deux anneaux partiels (> et (>' inverses Tun de Tautre et 
dont chacun est pareil ä lui-mdme sous n aspects. Enfin si n ne se reduit pas ä 
Tunite, on peut tracer de Tun ä Tautre des deux contours qui limitent Tun de 
ces anneaux, tel que q, n lignes geodesiques A^ l\ . . . ne se coupant pas elles- 
mämes ni mutuellement et partageant Tanneau en n regions quadrangulaires 
pareilles entre elles, et qui prises isolement ne presentent plus aucune symetrie. 

2^ et 3^. II existe des elements ou ardtes qui sont leurs propres inverses. 

Soit A Tun de ces elements: tra9ons toutes les zönes Z^ Z' formees 
d^elements inverses a eux-mämes et pareilles a celles qui passent par cet 
element. Elles seront en nombre m^ ne se couperont elles-mämes ni mu- 
tuellement, passeront chacune par m elements pareils a ^4 et partageront la 
surface du polyedre en m regions R^ R annulaires et pareilles entre elles. 
Chacune de ces regions R est inverse a elle-m^me, et pareille a elle-möme 
sous n aspects. 

Si les regions R ne contiennent aucun Clement qui soit son propre 
inverse, ce qui constituera le second cas, on pourra tracer dans chacune d'elles 
un contour forme / la partageant en deux anneaux partiels q^ ()' inverses Tun 
de Tautre : enfin si i» >> 1 , chacun d'eux pourra ötre decompose en n regions 
quadrangulaires pareilles par des lignes geodesiques joignant ensemble la zöne 
et le contour qui le limitent respectivement. 

Si les regions R contiennent des elements qui soient leurs propres in- 
verses, ces elements formeront dans chacune d'elles une zöne Y, qui la partage 
encore en deux anneaux partiels (f, (f' inverses Tun de Tautre et decomposables 
chacun en n regions quadrangulaires pareilles par des lignes geodesiques joignant 
ensemble les deux zönes qui le limitent. 

Fassons aux polyedres d'espece (0, 1) presentant la symetrie mn-binaire. 

Cinq cas seront a distinguer. 
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4<>. Si aucnn element n'est inverse ä lui-mdme, on pourra tracer, 
comme dans le 1®' cas de la symetrie mn-aire, 2m contours fermes K, K'^ . . ,^ 
I etc. partageant le polyedre en 2m regions annulaires (f, if\ • - - dont chacune 
sera Tinverse de ses voisines, et sera sa propre homologue sons 2fi aspects 
differents. Des lignes geodesiques en nombre 2n convenablement tracees d'un 
bord a Fautre de chacun de ces anneaux le partagent en 2» regions quadran- 
gulaires pareilles de deux en deux. Chacune de ces regions sera sa propre 
homologue sous deux aspects differents et contiendra en son interieur un des 
elements binaires (ou des arätes a retournement) que renferme le polyedre. 

5^ et 6^. Supposons qu'aucun des elements binaires (ou des ardtes ä 
retournement) ne soit inverse ä lui-möme, mais qu'il existe d'autres elements 
inverses ä eux-mömes. 

Soient A Tun de ces elements, Z^ Z'^ . . . les zönes en nombre m qui 
passent par A et ses homologues: elles partagent le polyedre en m regions 
annulaires Ry R'y ... qui -pourront 6ive subdivisees chacune en deux regions 
lo. par un contour ferme tel que / si elles ne contiennent dans leur interieur 
aucun element qui soit son propre inverse: 2^. par une nouvelle zöne teile 
que Y dans le cas contraire. Dans Tun et Tautre cas, le polyedre sera partage 
en 2m regions (), (>^ . * . dont chacune est Tinverse de ses voisines, et qu'on 
peut partager comme dans le cas precedent en 2n regions quadrangulaires, 
pareilles deux a deux, et dont chacune est sa propre homologue sous deux 
aspects differents. 

7^. Supposons que parmi les quatre systemes A^ B, C^ D d'elements 
binaires (ou d'ardtes ä retournement) il en existe deux, A et B, inverses a 
eux-mömes, les deux autres, C et D, etant inverses Tun de Tautre. Les ele- 
ments inverses ä eux-m^mes formeront deux systemes de zönes se croisant 
sur la surface du polyedre comme les meridiens et les paralleles d'un tore. 
Ces systemes contiendront respectivement m et 2n zönes. Les croisements 
successifs d'une zöne de Tun des systemes avec celles de Taulre Systeme se 
feront altemativement suivant des elements appartenant altemalivement a Tespece 
^ et a Tespece B, Les 2mn regions quadrangulaires sont de deux especes 
distinctes, reparties comme les cases blanches et noires sur un echiquier; 
chacune d'elles contient en son interieur un element de Tespece C ou de 
Tespece D^ et sera homologue ä elle-möme sous deux aspects differents. 

On voit d'ailleurs aisement que pour que le cas ci-dessus puisse se 
presenter, il faut necessairement que m soit pair. 
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8^. Si chacun des 4 systemes A, B, C, D est son propre homologue, 
les eiements inverses ä eux-mdmes formeront quatre systemes de zönes: 
1^ Un Systeme S^ de m zönes meridiennes passant chacnne par n eiements 
i4 et n eiements B qm se succedent alternativement sur son ponrtour. 2^. Un 
second Systeme Si de m zönes meridiennes respectivement situees dans Tinter- 
valle des precedentes et passant chacune par n eiements C et n eiements D. 
3^. Un Systeme S^ de n zönes paralleles coupant celles des systemes S et 
Sy suivant des eiements A et C. 4^. Un Systeme ^3 de n zönes paralleles, 
intermediaires entre les precedentes, et coupant les zönes iS et S^ suivant des 
eiements B et D. Les 4 systemes de zönes ci-dessus partagent le polyedre 
en 4mn regions quadrangulaires ayant chacune 4 sommets appartenant respective- 
ment a chacune des 4 especes Ay By Cy D. Chacune de ces regions est en- 
tierement dissymetrique : elles sont d^ailleurs ici encore de deux especes distinctes^ 
reptirties comme les cases Manches et noires d^un echiquier. 

9^. Fassons enfin aux polyedres d'espece (0,1) presentant la symetrie 
m^-quatemaire. Soient A le Systeme d'elements binaires, B e\ C les deux 
systemes d'elements quaternaires. Chacun de ces trois systemes sera inverse 
ä llii-möme et les eiements inverses a eux-mömes se trouveront repartis sur 
3 systemes de zönes dont le premier jS> est forme de m zönes meridiennes 
et m zönes paralleles se coupant mutuellement suivant les eiements B. Le 
second Systeme Si est egalement forme de m zönes meridiennes et m zönes 
paralleles se coupant mutuellement suivant les eiements C et traversant les 
precedentes aux eiements A. Ces deux systemes de zönes iS et Si partagent 
le polyedre en 4in^ regions quadrangulaires. A deux sommets opposes de 
chacune d'elles se trouveront un element B et un element Cy aux deux autres 
sommets des eiements A. Le troisieme Systeme 81 est forme de 2m zönes 
traversant diagonalement les regions precedentes de maniere a couper les zönes 
8 et 81 aux eiements B et C. Les regions differentes ainsi determinees par 
les trois systemes de zönes 8y 81^ 8^ seront triangulaires en nombre Sn^: aux 
trois sommets de chacune d'elles seront situes an element Ay un elöment B et 
ua element C: enfin deux regions contiguös de part et d'autre d'une möme 
Zone seront inverses Tun de Tautre. 

Paris, 1868. 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 

mit verftnderhchen CoeflScienten. 

(Ergänzungen zu der im 66"*®'* Bande dieses Journals enthaltenen 

Abhandlung.) 

(Von Herrn L. Fuchs.) 



Einleitung. 

Xm Folgenden erlaube ich mir einige Ergänzungen zu meiner im 66«^ 
Bande dieses Journals enthaltenen Arbeit zu liefern, und daran einige weitere 
Eniwickelungen zu knflpfen. Die Sätze der §§. 4, 5, 6 der angeführten Ab- 
handlung ergeben sich aus der Untersuchung beliebiger linearer homogener 
Differentialgleichungen, eingeschränkt auf das Gebiet eines singulären Punktes, 
in welchem die Coefficienlen eine gewisse Gestalt annehmen. Die bei dieser 
Untersuchung sich ergebenden Sätze stellen sich nicht bloss als die wahre 
Quelle der dortigen Entwickelungen dar, sondern gestatten auch anderweitige 
Anwendungen. Die bei der besonderen Form der Coefficienlen aus denselben 
auf rationale Weise abzuleitende Gleichung wird mit der ^Fundamental- 
gleichung^, welche aus den Coefficienten der Differentialgleichung auf trans- 
scendente Weise gebildet ist, in engere Beziehung gesetzt, indem die Wurzeln 
der ersteren in Gruppen vertheilt werden, welche Gruppen einander gleicher 
Wurzeln der letzteren entsprechen. Die diesen Gruppen zugehörigen Integrale 
verlaufen in der Umgebung des singulären Punktes gewissermassen fflr sich 
selbst, so dass die abgesonderte Betrachtung derselben zu den Fundamental- 
eigenschaften der Integrale fahrt, ein Umstand, der sich schon bei der Unter- 
suchung der allgemeinen Form der Integrale in der Umgebung eiiies beliebigen 
singulären Punktes in der oben angefahrten Abhandlung §. 3 kundgegeben. -^ 

Es wird gezeigt, dass die linearen nicht homogenen Differentialgleichungen 
sich unserer Untersuchung unterwerfen lassen, wenn man ihnen gewisse 
lineare homogene Differentialgleichungen zuordnet. Die sich dabei ergebenden 
Sätze liefern auch ein wahres Kriterium dafür, ob filr singulare Punkte, in 
deren Umgebung die Coefficienten die oben angeffllirte besondere Form haben, 
in den Integralen einer Gruppe Logarithmen auftreten. Dieses bildet alsdann 
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den Ausgangspunkt zur Unterscheidung der lotr/r/icA singulAren Punkte von 
den nur scheinbaren einer beliebigen Differentialgleichung. 

Bei den Citaten aus der oben angefahrten Abhandlung möge das Zeichen 
A. gebraucht werden. 



1. 

In der eben erwähnten Abhandlung §. 3 ist die Gestalt der Integrale 
der linearen Differentialgleichung 

(1.) -S-+P.£;!+/'.^+-+P.y = 

in der Umgebung eines singulSren Punktes fixirt worden, in der Voraussetzung, 
dass die Coefficienten der Differentialgleichung in der Umgebung desselben 
Punktes eindeutig sind. Ist a ein solcher singulSrer Punkt, so gehört zu 
demselben eine Gleichung ^4 = des m^^ Grades, deren Coefficienten gewisse 
von der Natur der Differentialgleichung abhängige Constanten sind, welche wir 
Fundamentalgleichung genannt haben (A. §. 3 Gl. (6.)). Die Wurzeln der- 
selben cü|, 0)2, . . . cu^ sind stets von Null verschieden. Sind nicht zwei 
derselben gleich, so ist gezeigt worden, dass es ein Fundamentalsyslem von 
Integralen j^, {^2, ... y^ giebt von der Beschaffenheit, dass 

(2.) ya=X^-ay(Pa (a = l,2,...i»), 

y^ K== -TT^^ogo)^ und (pa eine in der Umgebung von a eindeutige Function 
ist. — Wenn hingegen die Fundamentalgleichung mehrfache Wurzeln enthält, 
wenn z. B. a>i eine Afache Wurzel derselben ist, so entspricht dieser Gruppe 
einander gleicher Wurzeln die Integralgruppe 

{2\y u, = (a?-a)*-iby..[lQg(a:-a)]^* (a = 1, 2, ... A), 

wo (p^i in der Umgebung von a eindeutige Functionen von der Beschaffenheit 

sind, dass ^^^ als eine lineare homogene Function mit constanten Coefficienten 

von 9ii, 9bM • • • 9>Ai dargestellt werden kann, während die Grössen /ti, Ära, . . . ft^ 

i 
nur um ganze Zahlen differirende Werthe des Ausdruckes y^ ' ^^S ^1 bedeuten. 

Die zu den verschiedenen Wurzelgruppen gehörigen Integraigmppen bilden 
zusammen ein Fundamentalsystem. Es ist daselbst ein Verfahren angedeutet 
worden, die lineare Abhängigkeit der Grössen 9)«^ näher zu bestimmen. Haben 
nämlich die Grössen uf^^ diesdbe Bedeutung wie in A. $• 3 Gl. (10.), so hat 

45» 
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man das System von Gleichungen: 

a tt-^1 

a «—1 

• • ■ 

ö>l(a -1)2711 9),, = Cü^a-l 9'a-l,ir-M 

Aus der letzten ergiebt sich (p^^^ aus der vorletzten 9>a,a-i9 v* s* w., endlich 
aus der ersten (p^2 als lineare homogene Function der Grössen (p, deren erster 
Index kleiner ist als a. Ist (p^a von Null verschieden, so folgt aus der letzten 
der Gleichungen (3.), dass auch (p^^ ^229 ^339 • • • (fa^i^a-i von Null verschieden 
sind. Setzt man daher in dieser Gleichung successive a = 2, 3, . . . a und 
multiplicirt die entstandenen Gleichungen, so erhält man 

(4.) (27ifCü|)**~M.2...(a — l)y^^ = (^21(^^2- -t^a^a-i^Pu^ d. h. 

I. Der Coefßcient eon [logix — a)]^'^ im Ausdrucke {2^.) des Elements 
Uti ist entweder Null oder bis auf einen constanten Factor das Integral tii. 

Dieses Resultat lässt sich auch auf andere Weise herleiten, indem man 
direct den folgenden Satz beweist: 

II. Ist V = ©0+ f^i log (a? — a) + ^7 [log {x — a)]^H h r^ [log {x — a)Y ein 

Integral d^ Differentialgleichung (1.), und sind die Coeffidenten v bis auf 
einen allen gemeinschaftlichen Factor (x — aY in der Umgebung f>on a ein- 
deutige Functionen, so ist auch der Coefßcient der höchsten Potenz eon log (x—a) 
ein Integral derselben Differentialgleichung. 

Substituirt man nämlich in der Differentialgleichung (1.) V für y, ordnet 
den erhaltenen Ausdruck nach Potenzen von log(a: — a) und di'v^dirt durch 
{x — aY^ so erhftlt man eine Gleichung der Form: 

(5.) Po+PAog{x-'a)+P,[log{x--a)Y+'*'+Pr{log{x'^a)Y = 0, 

wo Po? ^19 ^29 • • Pr in der Umgebung von a eindeutige Functionen sind. 
Eine Gleichung dieser Form kann aber nur bestehen, wenn die Coeffidenten 
der Potenzen von log(a;— a) einzeln verschwinden. 

Denn da sie auch bestehen bleiben muss, wenn x eine beliebige An- 
zahl von Umlaufen um den ^ingulfiren Punkt a gemacht hat, so folgt: 

(6.) Pu+/'i[log(a:-a)+2ft7if]+P2[log(a:-a)+2iwf7+.H-/'r[log(*-^ 
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für Jeden ganzsahligen Werth von k. Es entsprächen demnach einem be- 
stimmten Werthe von x unzählig viele Wurzeln z der Gleichung 

P,^+P,z+P,ss^ + ... + P^:s^ = 0, 

woraus bekanntlich folgt, dass die Coef&cienten Pu? Pi'i Pi% - - Pr ver- 
schwinden. — Bezeichnet man aber die linke Seite der Differentialgleichung (1.) 
mit D{y\ so ist (a; — a)"P^ = Z)(r^). Die Gleichung Pr=0 dräckt also aus, 
dass er ein Integral dieser Differentialgleichung ist. 

Es ist überdies Pa = ^(O + 9^09 a = l,2, ,..r — 1, vfOip^eme lineare 
Function der Grössen ©a+i, €4+29 • . . «r und ihrer Ableitungen ist. Die Glei- 
chungen P^==0^ a = 0, 1,2, ...r— 1 sind daher Differentialgleichungen für «7^.1, 
^r-29 • •• fon durch welche man successive diese Functionen ermitteln kann. 

Da jedes wie Y beschaffene Integral eine lineare homogene Function 
mit Constanten Coefficienten einer Integralgruppe (2^.) ist, so folgt umgekehrt der 
Satz II. aus dem Satze I. Jedes nicht wie Y beschaffene Integral ist, als 
lineare homogene Function mit eonstanten CoefGcienten der Integrale (2.) und 
(2^.), eine Summe solcher wie F beschaffener Integrale. 

Zur Transformation eines Fundamentalsystems dient häufig der fol- 
gende Satz: 

III. Ist yi, ^2, ... y^ ein wiUkürliches Fundamentalsystem, und sind 
f 1 9 ^2 ? • • • ^n Uneare homogene Functionen mit eonstanten Coeffidenten von 
beliebigen n Elementen desselben yi, {^29 • • yn- 

(7.) c, = 2:» Crt .ff» (a = 1, 2, ... . «), 
derart, dtus die Determinante 



C = 



ai ... c/i„ 



^«1 • • • ^«» 

nicht eerschwindety so bilden «1,921 •*. «^«9 y»-»-!? " Pm ^^ Fundamentalsystem. 
Denn eine Gleichung 

(8.) Cit?i+C2©a+-- + a.«,+c,+iy.+i4---- + c«.y«. = 
mit eonstanten Coefficienten wäre gleichbedeutend mit . 

n n 
»l-fftCtC^H \-yn£tCh'.Obn+Cn+l'yn^l'\ ^C^tlm = 0. 

Da aber y i , ^2 9 • • Sfm ein Fnndamentalsystem ist, so könnte diese Gleichung 
nur stattfinden, wenn die Coefficienten der verschiedenen y verschwinden. 
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Setzt man aber die CoeffioieAten von y i ^ jfs ^ • • • y« der Null gleich, so folgte 
dass entweder Ct=5=Ca=--' = c,=?0, und daher anc^ in (8.) c»+t=--' = Ci, ==0, 
oder C = 0. Diese letztere Gleichung widerspricht aber der Yoranssetzung. 
Die Bedingung^ dass die Determinante C nicht verschwindet^ ist offenbar 
gleichbedeutend mit der Bedingung , dass eine Gleichung der Gestalt: 

mit Constanten Coefficienten nicht stattfindet. 

». 

Es werde in der Differentialgl^hnosr 

(1.) •^+..^+p.^+-+p.» = 

y :=(x'—ayi gesetzt, wo r eine beliebige Grösse, so geht dieselbe ober in: 

^,^ (■>-«r-£^+(-'.)-''.£5+(--.)-v.^+- 

wo 

Wenn die Coefficienten p die Form haben p« = ^«(ir— a)""% wo q^ in 
der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und endlich, so folgt aus (3.X 
dass Pq ebenfalls in der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und endlich 
ist. Da die Differentialgleichung (2.) in die Differentialgleichung (1.) über- 
geht, wenn man z=^(X'-a)'"'y setzt, so folgt umgekehrt, dass wenn die 
Grössen P^ in der Umgebung von a eindeirlig, continuirlich und endlich sind, 
die Ausdrücke Pa(x—ay dieselbe Eigenschaft haben. Unter derselben Vor- 
aussetzung giebt es ein Fundamentalsystem von Integralen der Differential- 
gleichung (1.) yi^ ffi'i ' - ' ym') dessen Elemente wie F beschaffene Functionen 
(A. §. 6) und resp. zu gewissen Exponenten ri , rj, . . . r^ gehören; Diesem 
Fundamentalysteme entspricht ein fthnlich beschaffenes Fundamentalsystem der 
Differentialgleichung (2.) j5i, Sj^ ... «»^ dessen Elemente resp. zu den Ex- 
ponenten pi=sr,—r, p2=!=r2-^r, ... <>g» = r«-^r gehören. — Wir nehinen r 
so aui dass die letzteren Exponenten gröAser aU «i jind. 
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Bezeichnet man mit J^ die Determinante dea Fnndamentalsystems 
Sfi9 Sf2^ ... »m9 so ist (A. §. 2 Gl. (3.)) 

Ist ebenso dl, die Determinante des Fundamentalsystems «i , Si« • • • s») so ist 

j;, = C'e •' '- , 

wo C und C nicht verschwindende Constanten bedeuten. Da nun nach (3.) 

Pi = mr+{x—a)pi^ so folgt 

Ji = C'(aj-a)— 'c"-^"*", 

daher 

(4.) Jo = C"{x-arj;>, 

wenn man -r^ = C setzt. Es ist von Wichtigkeit nachzuweisen , dass der 

Ausdruck Z)„ = Ji).(x—a) , wo -2rg die Summe der Exponenten 

fi , r2 , . . . r^ bedeutet, für x = a nicht verschwindet. Dieses ist ( A. §. 4) mit 
Hülfe der Productenform von J^ geschehen. Allein der dortige Beweis erfordert 
einige Erörterungen für den Fall, dass einige der Exponenten r kleiner als m und 
positive ganze Zahlen sind. Um diese zu vermeiden, beweist man nach (A. §. 4) 

aus der Productform von z/i, dass Di = Jl{x''a) , wo 2^^ 

die Summe der Exponenten (»i, (>29 . * • 9m bedeutet, nicht verschwindet, da 
wir über diese Exponenten so verfBgt haben, dass sie sftmmtlich grösser als 
m sind; Aus der Gleichung 2Q^ = —mr+2r^ und Gleichung (4.) folgt aber 
D,3=C".J9o, folglich ist auch D^ für x = a von Null versehieden. 

9. 

Sind die CoefGcienten der Differentialgleichung 

in der Umgebung des singulären Punktes a eindeutig, und die Integrale für 
x = a nur so unstetig, dass sie mit bestimmten Potenzen von (x—a) multi- 
plicirt endlich werden, bilden femer Vm ^2^ . . • y» ^^0 d^P Gleichungen (2.) 
und (2^.) der N^'. 1 entsprechende Fundamentalsystem von Integralen, so sind sie 
wie F (A. §. 6) beschaffene Functionen, die resp. tu den Exponenten n, r2, .. . r^ 
gehören mögen. Bezeichnet man wieder mit ^u die Determinante dieses 
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Fundamentalsystems, mit J^ diejenige Determinante, weiche man ans J^ erhält, 
wenn man die a*« Verlicalreihe dnrch -y^^ T^' * * * "3^ ersetzt, so ist 

(2.) Pa = - 4- (A. §. 4 Gl. (7.)). 

Nun aber ist (A. §. 4 II. und III.) 

« , m(m— 1) 

Da = z^«(x— ö) (<» = 0, 1, ... m) 

in der Umgebung von a eindeutig, endlich und continuirlich, und (s. die vor. 
N*^.) Di) für x= a von Null verschieden, folglich ist 

für x = a nicht unendlich. Man hat also den Satz: 

Wenn die Integrale einer tinearen homogenen Differentialgleichung für 
einen singulären Punkt a, in dessen Umgebung die Coefßdenten derselben ein- 
deutig sind, nur so unstetig werden y dass sie mit bestimmten Potem^i con 
{x — a) multiplidrt nicht mehr unendlich sind^ so hat die Differentialgleichung 
in der Umgebung des Punktes a die Gestalt: 

WO Pi , P2 ^ • • • Pm in der Umgebung des Punktes a eindeutig ^ continuirlich 
und endlich sind. 

Dieser Salz setzt nichts über die Beschaffenheit der CoefGcienten der 
Differentialgleichung und deren Integrale ausserhalb der Umgebung von a vor- 
aus. Man kann aber aus demselben den Satz in N^4 Gl. (12.) der Abb. 
herleiten. Sind nftmUch die Coef&cienten der Differentialgleichung (1.) überall 
eindeutige Functionen, die in einer endlichen Anzahl von Punkten 01,02, ...a^ 
unstetig werden, und sind die Integrale für jeden dieser singulären Punkte 
ai nur so unstetig, dass sie mit bestimmten Potenzen von x-^ai multiplicirt 
nicht mehr unendlich werden, so folgt aus dem eben bewiesenen Satze, dass 
Pa . yj^ für jeden endlichen Werth von x endlich ist, wenn man 

(a;-Ox)(a:-Ö2Jv..(iC-»e) = V^ 
setzt. Wenn die Integrale ausserdem für o: = cx> nur so unstetig werden, dass 

sie mit bestimmten Potenzen von x multiplicirt nicht mehr unendlich sind, so 

folgt auf dieselbe Weise wie für die übrigen singulftren Punkte, dass p^ x^ für 

x = oc nicht unendlich ist. Hieraus aber ergiebt sich, wenn man 
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setzt, däss ^^j^ für a: = oo nicht unendlich ist. Da also Q^ eine flberall 

eindeutige, für jeden endlichen Werth endliche Function ist, die für x =00 
höchstens von der Ordnung a((i — 1) unendlich wird, so ist Q^ eine ganze 
rationale Function höchstens vom Grade a((>— 1). Hiermit ist aber die Form 
der Differentialgleichung (12.) in No. 4 der A. erwiesen. 



4. 

Wir haben (A. §. 5 u. 6) bewiesen, dass der Differentialgleichung 

(l.)(x-ar0+(a.-ar-'P.(x)^ + (a,-o).-»P,(a.)^+...+P.(a,)y=O, 

WO Pi{x)^ ^2(^)9 • • • ^m(^) in der Umgebung von a eindeutige, endliche 
und continuirliche Functionen sind, ein Fundamentalsystem von Integralen 
^1« ^9 •• • ^ entspricht, dessen Elemente wie F beschaffene Functionen sind, 
die resp. zu den Exponenten ri, r2, . . . r^ gehören, welche Wurzeln der 
Gleichung: 

(r(r-l)...(r-iii+l)+P,(a)r(r--l)...(r--m+2) 

1 +P2(a)r(r-^l)...(r~i»+3)+-+P«(fl) = 0. 
Umgekehrt ist der Exponent, zu welchem irgend ein wie F beschaffenes In- 
tegral der Differentialgleichung gehört, eine Wurzel der Gleichung (2.). — 

Bildet man fQr die ' Differentialgleichung (1.) das Fundamentalsysteni, 
welches in No. 1 unter (2.) und (2^.) angeführt worden, so enthalten die in 
demselben vorkommenden Functionen 9« und (p^ in ihrer Entwickelung nach 
Potenzen von x—a nur öine endliche Anzahl von Potefizeii von (a?— a)*"'; die 
Elemente des Fundamentalsystems sind daher wie F beschaffene Functionen. 
Da nun die Grössen k^ (No. 1) nur bis auf additive ganze Zahlen bestimmt 
sind, so wfihlen wir dieselben fQr die Differentialgleichung (1.) so, dass Ar« der 
Exponent ist, zu welchem das Element y^ oder n^ gehört. Hieraus folgt: 

I. Das ^^fctche des Logarithmus jeder Wurzel der der Differential^ 

gleichung (1.) zugehörigen Fundamentalgleichung (A. §. 3 Gl. (6.)) ist bis auf 
additive ganze Zahlen eine Wurzel der Gleichung (2.). 

Ist 17 irgend ein Element des Fundamentalsystems t/i, ri2^ , . . t]'^^ 
welches zum Exponenten r gehört, so ist 

7i(x-ay' = fi + y^2l^g(x'--a) + tpi[\og(x-^a)f+''^ + rpxUoe{x-a)]^^^^ 

wo ^1, V^2 9 ... y^i in der Umgebung von a eindeutig, continuirlich und endlich 
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sind. Daher kann die lineare homogene Fnnction der Elemente deß Fun^ 
damentalsystems (3.) and (2^.) der No. 1 mit constanten Coefficienten, durch 
welche rj dargestellt wird, nur diejenigen Elemente dieses Fundamentatsystems 
enthalten, deren zugehörige Exponenten sich von r nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, also die Elemente einer Gruppe (2^) in No. 1. Hieraus folgt: 
II. Dm 2ni fache jeder Wurzel der Gleichung (2.) iet der Logarithmus 
einer Wurzel der der Differentialgleichung (1.) zugehörigen Fundamenttd- 
gleichung (A. §. 3 Gl. (6.}). 

Ans dem Satze I. folgt, dass verschiedenen Wurzeln der Fundamental- 
gleichung solche Wurzeln der Gleichung (2.) entsprechen, die weder gleich, 
noch um ganze Zahlen von einander verschieden sind. Umgekehrt folgt daher 
aus dem Satze IL, dass jeder Gruppe von Wurzeln der Gleichung (2.), die* 
entweder gleich, oder um ganze Zahlen von einander verschieden sind, eine 
Gruppe gleichvieler einander gleicher Wurzeln der Fundamentalgleichung 
entspricht. Es sei eine solche Gruppe von Wurzeln der Gleichung (2.): 
fj, ra, ... r^ = (ß), so geordnet, dass der reelle Theil irgend einer derselben 
nicht kleiner ist als der reelle Theil irgend einer nachfolgenden, so giebt es 
ein Integral f>i, der Gestalt <?i = (a: — ö)'^'^^ wo tp in der Umgebung von a 
eindeutig, continuirlich und endlich und in a von Null verschieden ist. Der 
Beweis hierfür ist genau übereinstimmend mit dem Beweise des Satzes, dass 
ein derartiges Integral derjenigen Wurzel der Gleichung (2.) zugehört, deren 
reeller Theil nicht kleiner ist, als der reelle Theil irgend einer anderen Wurzel 
(A. §. 5). Denn es genügt die hier über ri gemachte Voraussetzung, qm 
das, worauf es bei diesem Beweise ankommt, festzustellen, dass üSmlich der 
Coefficient von c^^i in Gl. (5.) der A. §. 5 für keinen gaazzahligen positiven 
Werlh von k verschwindet. 

Setzt man in die Differentialgleichung (1.) %^VifzdXy so gehört der 
Differentialgleichung für z ein Integral Zi an, der Gestalt *i = (fl:-^aX"~'''r*y', 
wo <// dieselben Eigenschaften wie 9 hat. Setzt man in die letzterhaltene 
Differentialgleichung z^Zij tdx^ so gehört der Differentialgleichung für ( ein 
Inl<?grnl /| an, der Gestalt fi = (a?— ö)^""''*"'^^'^, wo y^'^ dieselben Eigenschaften 
wie (f) hat. Fährt man so fort, so erhält man eine Differentialgleichung der 
Ordnung m— (Jl—l), der ein Integral fri==(a? — a)''^~''^""*~ 9^^"*^ angehört, 
wo (z^*^""*^ dieselben Eigenschaften hat wie y, Alsdann sind f?2 = ri/iidx, 

t% -* i^ijZidxJtidXy ... ei=^»Jfzjda^ttdx .^./u>i4kßlul^v9ie der Differeu- 



*•• ^ • . ' ■ . *' 



Fuchs, »ur 1%eorie der linearen Differentialgleichungen. 363 

tialgleichung (1.), wiBlche resp. zu den Exponenten r,, rj, ... r^ gehören 
(A. §. 5 n. 6). 

Bezeichnet man diejenige Function, in weiche eine beliebige Function 
f{x) nach einem Umlaufe um a tibergeht, mit lf(x)]\ so ist von einer Function 
F, wie sie in der A. §. 6 charakterisirt ist, ersichtlich, dass sie die Eigen- 
schaften 

i^Py = [■§■! «»'' /[Fydx = [/Fdx]+Consl. 

besitzt. Da aber ri, iSj, <i, ... iti, ^2^ t?5, ... r^? wie F beschaffene 
Functionen (A. §. 6) und ausserdem i?i (x — öj""''» äi, /|, . . . Wi in der Um- 

gebung von a eindeutig sind, so folgt, dass auch -^, -^, ••• wie F be- 

schaffene Functionen sind und daher 

L lix r, J dx \-f>^ J dx c^ 

Durch Integration ergiebt sich 

[^i = ^+<'' 

wo C eine Constanle bedeutet. 

Entspricht nun der Gruppe (ß) die Gruppe (W) der gleichen Wurzeln 
der Fundamentalgleichung: £«4 = cwj = '•• = ^i? so ist ©i = W|ri. Daher er- 
giebt die letzte Gleichung: 

(3.) [€2]' = cojiui+coirj, 
wenn man Ccüi = cci^i setzt. Femer ist 

[i^J = U^l = M'^J = "[Ml = •.l/'J^+c! 

wo Ci eine neue Constante. Durch Integration folgt: 

[^J = Ciyz^dx+J^sidxjt.dx+Ci, 

wo C2 ^ine fernere Constante. Daher ist 

(4,) [r^y = a>„f>4+oi„f>,+oiif>3, 
wenn man Cliai| = aisi, C|tti|=:ai32 setzt. So fortfahrend findet man 

i ^ 

[»2]' = «»a*i+**at»t+ • • • +o'i*'i« 

46» 
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Vergleicht man die Gleichungen (3.), (4.), (5.) mit. den Gieichangen {10.) 
(A. §. 3), so folgt, dass man die Integralgruppe ri, «^29 • • • «'a mit derjenigen 
der ti|, •I2V ••• ^i (N<>. 1 (2^)), welche der Gruppe {W) der Wuraeln der 
Faadamentalgleichung entspricht, identificiren kann. Hierdurch sind aber die 
Exponenten /ti, Aej^ ... ki bestimmt, derart, dass ki^^r^^ ^2 =^ ^29 ••• ^i = da- 
zwischen den Integralen ri, «^i, . . . Oji findet keine lineare homogene Relation 
mit Constanten Coefficienten statt. Dieses folgt ebenso wie in A. §. 2 Gl. (8.). — 
Fasst man das Vorhergehende zusammen, so ergiebt sich 

III. VertheiÜ man die Wurzeln der Gleichung (2.) in Gruppe» {R) 
derarty dass jede Gruppe einander gleiche oder eon einander um ganze Zahlen 
verschiedene Wurzeln enthält, so entspricht jeder dieser Gruppen eine Gruppe ( W) 
gleich vieler einander gleicher Wurzeln der Fundamentalgleichung. Das iini-- 
fache der Wurzeln einer Gruppe (R) ist ein Logarithmus der Wurzel der ent- 
sprechenden Gruppe {W). 

» 

Ferner: 

IV. Jeder Gruppe (ß) mit den Wurzeln r,, r2, . . . r;i entspricht eine 
Gruppe von wie F beschaffenen Integralen Ui^ tij, . . . Ux derart, dass u^^ zum 
Exponenten r^ gehört. Sind die Wurzeln r so geordnet^ dass der reelle Theil 
irgend einer derselben nicht kleiner ist als der reelle Theil irgend einer nach- 
folgenden, und ist cd eine der gleichen Wurzeln der dieser Gruppe entsprechendem 
Gruppe ( W), so ist es möglich das System der Integrale Hi, ^29 • • • ^i ^0 z» 
gestalten, dass 

(6.) [«J' = ö>«,«i+to.2Mj+--- + cü.,_,tt._i + a),M. (a=l,2, ...X), . 

« ■ 

u)0 (o^i , co^2 9 • • • Constanten sind. Die Integrale selbst haben die Gestalt 



(7.) u, = ix-af'2:,<p^[log{x-a)f-' (a = 1,2,... i), 



wo (fai, ... <Pta *f* der Umgebung von a endlich, eindeutig und conHnmrRck 

und für x=a nicht sämmtlich Null sind. Die Functionen (x— a) • y ^b (6=2,... l) 

ItMsen sich durch die Functionen {x — a) *Vo'b (b=l,...i), wo o!<C^^ linear, 
homogen und mit constanten Coefficienten ausdrücken. Insbesondere ist 
<paa = ConsL^ii. 

Zwischen den Integralen ein und derselben Gruppe findet keine lineare 
homogene Relation mit constanten Coefficienten statt; die GesammtheU der 
Gruppen bildet ein Fundamentalspstem. 



* • . ^ 
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Aus dem Umstände, dass die Functionen {x—af^ip^^ (6 = 2, ...>L) sich 
linear, homogen und mit constanten Coefficienten durch die Functionen 

(x— a) ''yfl/j (6 = 1, ...A), wo o!<i(!i^ ausdrücken lassen, folgert man, dass 
dlesetben zu Wurzeln der Gruppe {R) als Exponenten gehören, deren Index 
kleiner ist als a, deren reeller Theil also grösser ist als der reelle Theil 
von r«, wenn nicht Wurzeln derselben Gruppe {R) einander gleich sind. Da 
nun u^ zum Exponenten r« gehört, so gehört nothwendigerweise (Paii^^^—of^ 
zum Exponenten r^, und (p^i kann nur verschwinden, wenn Wurzeln derselben 
Gruppe einander gleich sind, da ausserdem die Integrale (7.) nicht identisch 
Null sind. Man hat daher den Satz: 

V. Sind die Wurzeln einer Gruppe {R) von einander verschieden, 
so fehlt in keinem Elemente der zugehörigen Integralgruppe (7.) das eom 
Logarithmus freie Glied, und zwar gehört dasselbe zu demjenigen Exponenten, 
welchem das Integral selbst zugeordnet ist. 

Ist T] ein wie F beschaffenes Integral, so ist dasselbe offepbar eine 
lineare homogene Function mit constanten Coefficienten nur von denjenigen 
Elementen des Fundamentalsystems des Satzes IV., welche ein und derselben 
Wurzelgruppe {R) entsprechen, und zwar derjenigen, welche den Exponenten, 
zu welchem 77 gehört, enthält. Istderselbe r^, während ri,r2,...r^-i, r^+iv^i 
die äbrigen Wurzeln der Gruppe {R) vorstellen, deren Elemente wie im 
Satze IV. geordnet sind, sind ferner tf|, iij, ... ui die der Gruppe {R) ent- 
sprechende Integralgruppe (Gl. (7.)) , so ist zunächst 

(8.) ri = c^u^+c^U2+... + CiUi. 
wo Ci^ «29 . . . c^ Constanten sind. Sind, nicht zwei Wurzeln der Gruppe 
einander gleich, und multiplicirt man diese Gleichung mit {x-^ay^^^ und 

setzt x—a, so erhält man == ciUi^x—ay^^ (für j? = ö). Da aber der Factor 
von ci von Null verschieden ist, so folgt, dass Ci verschwindet. Dieses vor- 
ausgesetzt folgt durch Multiplication der Gleichung (8.) mit (j?— a)^'"^"* auf 
dieselbe Weise, dass Ca_, verschwindet. Und so fort bis Cß^^. Man hat daher: 

(9.) ri = Cjtti + c^ifiH VCß^ß' D. h. 

VI. Ist {R) diejenige Wurzelgruppe des Satzes IV., welche den Ex- 
ponenten rß enthält, zu dem ein wie F beschaffenes Integral tj gehört, und sind 
nicht zwei Wurzeln in (R) einander gleich, so ist rj eine lineare homogene 
Function mU constamten Coefficienten nur ton denjenigen Elementen der der 
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Gruppe (A) entsprechenden Integralgruppe des Satzes IV. , deren zugehörige 
Exponenten einen nicht kleineren reellen Theil als rß haben. 

Da die vom Logarithmus freien Glieder in ti|, tia, ... »y? sdmmtlich 
von Null verschieden sind und zu verschiedenen Exponenten gehören, so 
folgt auch: 

VII. Sind nicht zwei Wurzeln in (R) einander gleich^ so ist der eom 
Ijogarithmus freie Theil ton rj eon Null verschieden, und gehört mit t] zu dem- 
selben Exponenten. 

Da jedes Integral, als lineare homogene Function mit constanten Co- 
efficienten der Elemente des Fundamentalsystems des Satzes IV. , eine Summe 
von wie F beschaffenen Integralen ist, die zu verschiedenen Exponenten ge- 
hören, so ergiebt sich ferner: 

VIII. Sind die Wurzeln der Gleichung (2.) eon einander verschieden, 
so enthält jedes Integral ein von Logarithmen freies Glied. 

Eine unmittelbare Folgerung aus dem Satze VII. ist der Satz: 

IX. Sind die Wurzeln in (R) von einander verschieden, so ist der 
vom Logarithmus freie Theil eines mit Logarithmen behafteten wie F beschaffenen 
Integrals rj, dessen Exponent m (R) enthalten ist, kein Integral der Differential- 
gleichung (!.)• 

Denn ist dieser vom Logarithmus freie Theil 1^, so würde ij—^ zugleich 
mit ^ ein Integral der Differentialgleichung (1.) sein; dieses ist aber nach 
S. VIL nicht möglich, da in 17— ^ der vom Logarithmus freie Theil verschwindet. 

Eine ähnliche Folgerung ffir den vom Logarithmus freien Theil eines 
beliebigen mit Logarithmen behafteten Integrals ergiebt sich aus Satz VIII., wenn 
die sämmtUchen Wurzeln der Gleichung (2.) von einander verschieden sind. 

X. Sind die Wurzeln ri, rj, ... r^ einer Gruppe (R) von einamdet 
verschieden, und f?i, r^. ... vx irgend welche wie F beschaffene Integrale, 
welche resp. zu diesen Wurzeln als zu ihren Exponenten gehören, so ist eine 
Gleichung : 

(10.) CiVi + C2V2 + ... + CiVi = 

mit constanten Coefficienten nicht möglich. 

Denn sind die Wurzeln rj , rs 9 ... r^ wie im Satze IV. geordnet, und 

multiplicirt man die Gleichung (10.) mit (a;— a)'~~''\ so verschwinden fflr (c = a 

alle Glieder bis auf (a?— a)""**^!?;!, da ri— r^, r^^-ri^ -.. fi-i^-ra positive 
ganze Zal^len »ind. Daher ist Ci «= 0^ und die Gleichung (10.} gebt m mmt 
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ähnliche Gleichung zwischen rj, f>2^ ... f>i^ Ober. Es wird nun ebenso ge- 
zeigt, dass in dieser Cji_i verschwindet; u. s. w. 

Da ein wie F beschaffenes Integral eine lineare homogene Function 
mit Constanten Coefficienten der einer Wurzelgruppe [R) entsprechenden In- 
tegrale des Satzes IV. ist, welche den Exponenten, zu dem F gehört, enthält, 
so kann man nach Satz III. §. 1 und Satz X. d. § in dem Fundamental- 
system des Satzes IV. diese Integralgruppe durch eine beliebige Gruppe gleich- 
vieler wie F beschaffener Integrale ersetzen, deren zugehörige Exponenten 
resp. mit den Wurzeln in {R) identisch sind, vorausgesetzt, dass nicht zwei 
dieser Wurzeln einander gleich sind. 

Aus den Gleichungen 

tti = ri, Ui = f>2=^eilZidXy «3 == ü^ = t?i /«i rfa? //i rfa:^ . . . 

^i = «^i = «'i /^i dxl tidx.. . /«?! dx 

ergiebt sich analog wie (A. §.6 No. 2): 

XL Sind zwei Wurzeln in (Ä) einander gleich, so ist die dieser Gruppe 
entsprechende Integralgruppe des Satzes IV. nothwendig mit Logarithmen behaftet. 

Eine Integralgruppe dagegen, welche einer nur verschiedene Wurzeln 
enthaltenden Gruppe {R) entspricht, kann von Logarithmen frei sein. 

Die Coefficienten der Fundamentalgleichung (A. §.3 Gl. (6.)) hangen 
von den Constanten der Differentialgleichqng im Allgemeinen auf transscendente 
Weise ab. Es ist bemerkenswerth, dass f&r einen singuldren Funkt a, in 
dessen Umgebung die Differentialgleichung die Form der Differentialgleichung 
(1.) hat, die Fundamentalgleichung durch die Gleichung (2.) ersetzt werden 
kann, deren Coefficienten auf algebraische, rationale Weise aus den Constanten 
der Differentialgleichung gebildet sind. Der Zusammenhang zwischen beiden 
Gleichungen ist derart, dass das 27ijfache der Wurzeln der Gleichung (2.) 
als die Logarithmen der Wurzeln der Fundamentalgleichung angesehen werden 
können. — Da die Exponenten, zu welchen die Integrale (7.) gehören, aus 
der Fundamentalgleichung (A. §. 3 GL (6.)) nur bis auf additive ganze Zahlen 
sich ergeben, und erst aus der Gleichung (2.) vollkommen bestimmt werden, 
so scheint es zweckmassig, die Gleichung (2.) die determmirende Fundamental-^ 
gleickung der Differentialgleichung (1.) zu nennen. 
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5. 

Es sei 

(1.) P^^d^+Pid^i+P^'^2+-^+p^y+g = 

eine nicht homogene lineare Differentialgleichung mit veränderlichen Coeffi- 
cienten, und es werde zur Abkürzung 

gesetzt. Differentiirt man die Gleichung (1.)? multiplicirt die entstandene Glei- 
chung mit q und subtrahirt von derselben die mit -^ multiplicirte Gleichung 
(1.)^ so erh&h man 

oder 

eine homogene lineare Differentialgleichung der m+V^^ Ordnung, deren Coef- 
ficienten bestimmt sind durch die Gleichungen: 

''«+^ = (^+/^«+»-^-^^)(^'"^)' (^ = ®' 1, ... m-l), 
(4.J / . 

Aus der Differentialgleichung (2.) folgt durch Integration: 

(5.) Y = Cq, 

WO C eine willkfirliche Constante. — Ist y ein Integral der Differentialglei- 
chung (2.) oder (3.), und ist der ihm entsprechende Werth der Constante 
C in der Gleichung (5.) gleich Null, so ist y auch ein Integral der Differential- 
gleichung : 

Ist die dem y entsprechende Constante C von Null verschieden, so ist — ^ 

ein Integral der Differentialgleichung (1.). Umgekehrt sind die Integrale der 
letzteren Differentialgleichung Integrale der Differentialgleichung (3.)^ welche 
dem Werthe der Constanten C=— 1 der Gleichung (5.) entsprechen; und die 
Integrale der Differentialgleichung (6.) sind Integrale der Differentialgleichung 
(3.), welche dem Werthe der Constanten C=0 der Gleichung (5.) entsprechen. 
Demnach hat man den Satz: 
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I. Jedes Integral der Differentialgleichungen (1.) und (6.) ist ein 
Integral der Differentialgleichung (3.)- Umgekehrt ist jedes Integral der Dif- 
ferentialgleichung (3.) entweder ein Integral der Differentialgleichung (6.) oder 
bis auf einen constanten Factor ein Integral der Differentialgleichung (1.). 

Die Untersuchung der nicht homogenen Differetitialgleichnng (1.) ist 
hierdurch auf die Untersuchung der beiden homogenen Differentialgleichungen 
(3.) und (6.) zurflclcgefäbrt. 

Es seien nunmehr die Coeffieienten der Differentialgleichung (6.) in der 
Umgebung eines singulAren Puniites a eindeutig , und die Integrale derselben 
ffir x^a nur so unstetig, dass sie mit bestimmten Potenzen von x—a multi«- 
plicirt nicht unendlich sind, so ist: 

(7.) p,,= {x-aY, />, = (x-o)-^P« (a = l,2, ...m), 

wo Pfl in der Umgebung von a eindeutig, conlinuirlich und endlich ist (§. 3). 

Ist --7^ in der Umgebung von a eindeutig , so sind die Coefficienten der 

Differentialgleichung (3.) ebenfalls eindeutig. Sollen die Integrale der Dif- 
ferentialgleichung (1.) dieselbe Eigenschaft wie die Integrale der Differential- 
gleichung (6.) haben, so gehört dieselbe Eigenschaft nach Satz I. auch den 
Integralen der Differentialgleichung (3.) an. Es ist daher (nach §.3): 

(8.) ro^Ca^-^ö^+S r.^i^{x^aT-^.R,^i (a = 0, 1, ... m), 

wo R^^i in der Umgebung von o eindeutig, continuirlich und endlich ist. Aus 
den Gleichungen (4.), (7.), (8.) folgt: 

Ä,^.=(x-.a)[^-P.^]+(m-a)P.+P,^, (a=0,l,...m-l), P, = l, 

Insbesondere ist für a=0, R,^^{x^a)^^+m+P,, also ?^' = ü^±^^ 

Daher hat q die Gestalt: 

(9.) q = {x-aY.Q, 

wo Q in der Umgebung von a eindeutig, endlich und continuirlich and in a 
von Null verschieden ist. Setzt man — ^^^ = «, so hat man 

k+.=P.+,+(m-a-^)P.+(^-«P.)(x-a) (a = 0, 1, ... m-1) 
(10.) I 
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Man hat daher den Satz: 

n. Sollen die Integrale der Differentialgleichimgen (1.) tmd (6.), t» 

welchen pu, pi, . . . p«, ?f^ i» rfer Umgebung eon a eindeutig md, ^tto- x^a 

nur 80 unstetig sein, dass sie mit bestimmten Potenzen i^an d?— a mnltiplicirt nicht 
mehr unendUck werden, so haben die Integrale der Diff'erentialgleidiwng (3.) 
dieselbe Eigenschaft. Die Coefficienten der Differentialgleichung^^ (1.) und (6.) 
sind alsdann durch die Gleichungen (7.) und (9.), die Coefficienten der Dif- 
ferentialgleickung (3.) durch die Gleichungen (8.) und (10.) bestimmL Sind 
umgekehrt die Coefficienten der Differentialgleichung (1.) durch die Gleichmngen 
(7.) und (9.) bestimmt, so haben die Integrale derselben zugleich mit den 
Integralen der Differenticdgldchungen (6.) und (3.) die Eigenschaft mit be- 
stimmten Potenzen von x--a multipUcirt für x=a nicht tmendtich zu werden. 

Aus dem Vorhergehenden ergeben sich noch folgende Sätze, welche 
Verallgemeinerungen von No. 4. und 5. der A. sind: 

ni. Sind die Coefficienten der Differe$Uialgleickung (1.) nur für eine 
endliche Anzahl von Punkten Oi , 02 9 • • • ^^ ^^'^%3 überdiess Po 9 Pn ^2 9 • - • l'» ^ 

?^^ überall eindeutig, und sollen die Integrale der Differentialgleichungen (1.) 

Hud (6.) mit bestimmten Potenzen von x—a^ und x multipUcirt resp, für x = a« 
und X = 3P nicht unendlich werden, so ist: 



f. q = Cix-a,rix-a,y^...{x--af^, 

ICO 1/; = (a:— o,)(x — flh) ... (x — o^), C, fii^ /i2^,..fi^ constante Grössen und F, 
eine ganze Function höchstens von dem Grade n bezeichnet. 

Denn da die Integrale der Differentialgleichung (6.) die verlangte Eigen- 
schaft haben sollen, so müssen zunächst nach §. 4 der A. pu ^^^ Pa ^i^ ^^ ^^^ 
Gleichungen (11.) angegebene Form haben. Nach Satz II. haben aber auch 
die Integrale der Differentialgleichung (3.) die im Satze angegebene Beschaffen- 
heit, daher ist wieder nach §. 4 der A. 

wo F^_| eine ganze Function höchstens von dem Grade Q-^i bezeichnet. 
Es ist aber 
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Also 



oder 



(12.) _jfoEJ_^^.--V..).„'"»gV 

^ ^ dx %p dx ^ 

woraus die im Satze för q angegebene Form hervorgeht. 

Umgekehrt: IV. Jedes Integral der Di/ferentialgleichungen (1 .) ufut (6.)^ 
deren Coefficienten durch die Gleichungen (11.) bestimmt sind, hat die Eigenr- 
schüft mit bestimmten Potenzen von x—a^ und x multiplidrt für x=^a^ und 
j; = oc resp, nicht unendlich zu werden. 

Der Nachweis wird gefährt, wenn man den Satz II. för jeden der 
singulären Punkte ai^ (h^^ - -- ^q anwendet, und um ihn auch für x=^oo an- 
wenden zu können, in der Differentialgleichung (1.) mit den durch Gl. (11.) 

bestimmten Coefficienten a; = — substituirt, und alsdann den singulären Punkt 

Null betrachtet. 

6. 

Setzt man in dem Ausdrucke 

wo die Grössen P in der Umgebung, von o eindeutig, continuirlich und endlich 
sind, y = {x—ayf{x\ wo b eine beliebige Grösse und f{x) eine in der Um- 
gebung von a eindeutige^ continuirliche und endliche Function von der Be- 
schaffenheit ist, dass fj^i^^^Yfi^) ^^^^ Integral der Differentialgleichung 
y=0 ist, so lässt sich die resultirende Function auf die Gestalt (x—ay.Q 
bringen, wo /^ eine bestimmte Grösse und Q in der Umgebung von a ein- 
deutig, continuirlich und endlich und in a von Null verschieden ist. — Die 

Differentialgleichung 

(1.) Y--(x-ay.Q = 

hat alsdann das Integral i? = (a:— a)'/'(aj). 

I. Eis seiyi^ y^^ ... ym em Fundamentalsystem der Differentialgleichung 

(2.) 7=0, 

so ist das System der Integraie i], y i , ^2 9 • • • 9« ^'^ Fundamentalsystem der 

Differentialgleichung m+1^ Ordnung 
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too 



Denn nach dem Satze I. des vorigen §. ist zunächst jedes der Integrale 
rjy yi^ y2^ ' ' ' ym ^^^ Integral der Differentialgleichung (3.). Es kann aber 

eine Gleichung der Form Ci^ + Ci^i + c^yaH hc.ym = nicht bestehen, ohne 

dass die constanten Coefficienten derselben verschwinden, da t] kein Integral 
der Differentialgleichung (2.) und yi, ^2? • • • y« ein Fundamentalsystem der- 
selben sind. — 

Von der Differentialgleichung (1.) wollen wir sagen, rie sei der Dif- 
ferentialgleichung (2.) durch die Substitution y = (x—ayf{x) zugeordnet. Die 
Grösse fi heisse der Index der Substitution. 

Die zum singulären Punkte a gehörige determinirende Fundamental^ 
gleichung der Differentialgleichung (3.) ist: 

(5.) i:.r{r-l)(r-2)...(r-iii+a)Ä.(a) + Ä^_n(a) = 0, 

wo i2u(a)=l zu setzen ist. Diese Gleichung ist nach den Gleichungen (4.) 
gleichbedeutend mit: 

l.r(rM;(r-2)...(r-m+a)[P.(a)+(m-.a^A^+l)P._,(o)]--^P^(a) = 0, 
wo wieder Pn(a) = i zu setzen ist. Diese Gleichung lässt sich umformen in: 

(6.) (r^.a)[;i^(r^l)(r-2)...(r^m+b+l)P,(«)+P«(o)] = 0. 
Nun aber ist 

(7.) ^;r(r~l)(r-2)...(r-iii+b + l)Pb(o)+/'«(a) = 

die determinirende Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (20* Also: 
IL Eine Wurael der determinirenden Fundamentalgleichung der Dif- 
ferenticdgleichung (3.) ist gleich fi, die übrigen m Wunelm genügen der deter- 
minirenden Fundamentalgleiehung der Differentialgleichung (2.). 

Das Resultat der Substitution von y = (x—ayf{x) in Y hat die Form 
(x—aytp{x)^ wo tp{x) eine nach positiven ganzzahligen Potenzen von x—a 
fortschreitende Reihe ist, in welcher der Coefficient von {x—af mit der linken 
Seite der Gleichung (7.) übereinstimmt, wenn man in dieselbe r = e setzt. 
Dieser Coefficient ist Null oder von Null verschieden, je nachdem s eine Wurzel 
der Gleichung (7.) ist oder nicht Daher: 
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IIL Ist e nicht einer Wurzel der Gleichung (7.) gleich, so ist der 
Index der Substitution /n gleich e; ist dagegen t eine Wunel der Gleichung 
(7.)9 so ist der reeUe Theil eon fi grösser als der reeUe Theil eon €, so dass 
fi^B eine positive gansie Zahl wird. 

Aus Satz I. folgt: 

IV. Enthalten die Ausdrücke irgend welcher Integrale der Differential^ 
gleichung (2.) to der Umgebung eon a Logarithmen, so giebt es auch Integrale 
der Differentialgleichung (3.), deren Ausdrücke in der Umgebung eon a mit 
Logarithmen behaftet sind. Und umgekehrt, 

Ist e eine Wurzel der Gleichung (7.), und vertheilt man nach Vor- 
schrift des Satzes IV. in No. 4 sowohl die Wurzeln der Gleichung (5.) als 
die der Gleichung (7.) in Gruppen, und ist(ß) diejenige Gruppe der Wurzeln 
der letzteren Gleichung, zu welcher b gehört, so entspricht dieser die Gruppe 
(ß) der Wurzeln der Gleichung (b.\ welcher ausser den mR enthaltenen Wurzeln 
die Wurzel fi angehört. Die übrigen Gruppen der Wurzeln der Gleichung (7.) 
sind mit den äbrigen Gruppen der Wurzeln der Gleichung (5.) identisch (nach 

Satz II.)* 

Ist der Index der Substitution fi einer der Wurzeln in {R) gleich, so 
enthält die Gruppe {S) gleiche Wurzeln, daher ist die dieser Gruppe ent- 
sprechende nach dem Satze IV. §. 4 gebildete Integralgruppe mit Logarithmen 
behaftet ( Satz XL §. 4). — Diese Integralgruppe in dem nach Satz IV. §. 4 
gebildeten Fundamentalsysteme der Differentialgleichung (3.) lässt sich aber 
nach Satz IIL §. 1 durch das System 97^ tii, tis, . . « Ui ersetzen, wenn 
7i=z(x—ayf{x) und «i, «2, ... Ui die der Gruppe (R) entsprechenden nach 
Satz IV. §. 4 gebildeten Integrale der Differentialgleichung (2.) sind, da 
zwischen ij, «i , «i^ , . . . . tf^ zu Folge des Satzes I. d. §. keine lineare homo- 
gene Relation mit constanten Coefficienten stattfinden kann. Da aber rj keinen 
Logarithmus enthält, so sind irgend welche der Grössen «ij, «2, . . . Ux, d. h. 
die der Gruppe (R) entprechende Integralgruppe der Differentialgleichung (2.) 
mit Logarithmen behaftet. 

Es werde jetzt umgekehrt vorausgesetzt, dass die einer Gruppe (R) von 
Wurzeln der Gleichung (7.) entsprechende nach S. IV. $.4 gebildete Integral- 
gruppe der Differentialgleichung (2.) mit Logarithmen behaftet ist. Die Wurzeln 
dieser Gruppe in der Reihenfolge des Satzes IV. §. 4 seien n, rs, ... n ^^^ ^^^ 
ihnen entsprechenden Integrale resp. tfi, tis, ... «2. Sind nicht zwei der Wurzeln 
in (A) einander gleich, und ist u„ mit Logarithmen behaftet, so ist der vom 
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Logarithmus freie Theil desselben (a:~af*y„i, welcher nach §.4 S.V. nicht 
verschwindet, kein Integral der Differentialgleichung (3.) (§. 4 S. IX.). Ordnet 
man daher der Differentialgleichung (3.) die Differentialgleichung (3.) durch 

die Substitution f/ = (x^af''(p^i zu, so ist nach Satz I. r« =««— (^~ö)'^"9ai 
ein Integral der Differentialgleichung (3.). Da in diesem mit Logarithmen be- 
hafteten Integral das vom Logarithmus freie Glied verschwindet, so sind nach 
S. VII. §. 4 nothwendig zwei Wurzeln der Gruppe (S) einander gleich, d. h. 
u mit einer der Wurzein der Gruppe (A) flbereinstimmend. 

Wird der Differentialgleichung (2.) durch die Substitution y = (a^— a)y(a?) 
die Differentialgleichung (3.) zugeordnet, wo f{x) eine nach ganzen positiven 
Potenzen von x—a fortschreitende Reihe und r ein Glied einer nach §. 4 
S. IV. gebildeten Gruppe (Ä) von Wurzeln der Gleichung (7.): r,, r2, ... r^ 
ist. so werde die Differenz rg — ri mit s und die Summe der Glieder von f{x% 
welche niedrigere Potenzen von x—a als (x—a)*"*^^ enthalten, mit g(x\ endlich 
die Differenz f{x)—g'^T) mit ^(x) bezeichnet. Das Resultat der Substitution 
von {x^aYtfix) in Y" liefert nur Potenzen von x—a, deren Exponenten 
einen grösseren reellen Theil haben als fi . Ist daher der Index /ti der Sub- 
stitution y = (t— ayf(x) einer Wurzel der Gruppe (R) gleich , so ist der 
Index der Substitution g =(X'-ayg(x) derselben Wurzel gleich; d. h. giebt 
es überhaupt eine Substitution y = (ar— ö)Y(ar), deren Index mit r Wurzel 
derselben Gruppe (R) ist, so giebt es eine ganze Function g{x) von der Be- 
schaffenheit« dass der Index der Substitution y = (a?— a)'^y(rr) mit r Wurzel 
derselben Gruppe ist. — Man hat daher den Satz: 

V. Es urerde der Dijfereniiaigleiekmng (2.) die Di/ferenÜalgieicbsmg 
{^^ d^rch die Substitution y = (x— «/^(^r), im der f{x) eine ganze Function 
und r eine Würzet der zur Differentiaigieichung (2.) gehörigen determinirenden 
FHndamvntalgleichuug \7.) iety zugeordnet; es werden femer sowohl die Wurzeln 
dienr Uieichung als auch die Wurzeln der zur Differentiaigieichung (3.) ge^ 
hörigen determinirenden Fundamtmtalgteichung (5.) nach S. IV. §. 4 j» Gruppen 
rerthrilt. Ist idsiiann (R) diejenige Gruppe eon Wurzeln der Gleichung (7.), 
H^elehe r enthalte so entspricht dieser die Gruppe (S) der Wurzeln der Glei- 
ehi^ng i^^O^ H'elcher ausser den in {R) enthaltenen Wurzeln der Index der 
iint^tit^tion ,m als UHeil angehört. Die nach Satz IV. §. 4 gebildete der Gruppe 
(R) entspinnende Inteyra^ppe der Differentitdgleickung (2.) ist mit Logor- 
ritt^men behaftet uder nickt behaftet, je nachdem^ für irgend.eine Wurzel 
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r der Gruppe (B) oder für keine derselben die ganze Function f{x) 90 be- 

» 

stimmt werden kann, dass die Gruppe (S) gleiche Wurzeln enthält. 

lo diesem Satze ist die nothwendige und hinreichende Bedingung fä^ 
das Auftreten von Logarithmen in den Ausdrücken der Integrale in der Um- 
gjßbung des singulSren Punktes a enthalten. Er bildet demnach eine wesentliche 
Ergänzung zu den Sätzen XI. §. 4 und A. §. 6, welche nur eine hinreichende 
aber keine nothwendige Bedingung enthalten. 



Es sei wieder 

wo Pi(x)^ ^2(^)9 ... jPm(a^) in der Umgebung von a eindeutig, continuirlicb 
und endliche Functionen sind; femer sei (A): ri, rj, . . . r^ eine nach S. IV. 
§. 4 gebildete Gruppe von Wurzeln der zur Differentialgleichung 

(1.) y == 

gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung: 

. (2.) ^Ir(r-l)...(r-m+b+l)Pb(a) + P«(a) = iPo(a) = l. 

Wir wollen nunmehr die analytische Bedingung dafür entwickeln, dass 
für irgend eine Wurzel r^ , welche der Gruppe (R) angehört, eine ganze Function 
f{xy bestimmt werden kann, derart dass der Index der Substitution y = {x—af^f{x) 
mit einer Wurzel der Gruppe (/i) Übereinstimmt. — 

Zu dem Ende sei die Reibenfblge der Grössen ri, r2, ... rx dieselbe 
Wie im Satze lY. $. 4 und g{x) eine beliebige rationale ganke Function 
jf(a5)=A)+ci(jr— a)+C2(a?— o)'4— •+c,(x— a)", und man substituire y=(a?— o) ^g{x) 
in y, so erhält man 

(3.) Z = (aj-af^i<p(a:,&)(a?-<t)*c,. 



wo 



m— 1 

2 



ip (x,k) = 2:,(n+&)(n+üf^l) . . . {ri+k-m+i+i)P,ix)+P^{x\ Po (X) = 1 



gesetzt ist. Die Wurzeln r^^i, rji_2, . . . ri haben resp. die Werthe r^i + A,, 
^i+*5 9 . • . ^ji+*a-i, wo *i, *2, ... *2-i ®^we nicht abnehmende Reihe posi- 
tiver ganzer Zahlen ist. Da nun die Grössen (p {a, k) mit der linken Seite 
der Gleichung (2.) übereinstimmen, wenn man in derselben ra+Ar an die Stelle 
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von r setzt, so bat man die Gleichungen: 

(4.) 9)(o,0) = 0, 9)(a,ft|) = 0, y(«,fe) = 0, ... y(a,*a-i)==0, 

wahrend q>{a,k) für jeden positiven Werth von k, der nicht mit Ai, &2, . . . Ar^^i 
fibereinstimmt, von Null verschieden ist. Um Z nach Potenzen von x~a zu 

entwickeln , setzen wir ^^^^^ = ip^\x, k\ (f^'-'\a, *) = 1 . 2 . 3 . . . (a--ft)(a, k) 
und Aa = JSk(a^k)ct; es ist alsdann, weil -4, == y(a, 0) = 0, 



00 



(5.) Z = (^x-ap2:,A,{x-a)'. 

Soll es unter denlndices 1, 2, . . . il — 1, wenigstens einen a geben, für den 
die Bedingungen 

(6.) A = 0, ^2 = 0, ... ^j^ _i=0, Af^ nicht gleich Null, 

erfallt werden, so ist es mit Rucksiebt auf die Gleichungen (4.), wie leicht 
zu sehen^ nothweudig und hinreichend, dass wenigstens för einen der Indicea 
a = 1, 2, ... ^—1 nicht zugleich die Determinanten 

(h,+\M) (*>+l,*b+l) ... 

Ä+2;Ä0 (At+2,A6+i) (/Pb+2,Ä,+2) ... 

.... • • 

• • • "^ ... • • 

.... . . 

(*j+l-l,Äfc) C*J+1-1A+1) C&»+l-lA+2)(*54.i->l,iPj+3)...(*^^.l-l,fct4.i-2) (i6+i-l,/Eb4.i-0 
C*«,*6) C*«,**+l) (*.;**+2) (Aa,&*+3) ... (/TaA+i-Ä) (*a,*H.|-l) 

für 6 = 0, 1,2, .^.. a— 1 verschwinden, wo Ar„ = zu setzen ist. — Ist diese 
Bedingung fQr einen bestimmten Werth von a zum ersten Male erfflUt, so sind 
die Grössen c« für die Werthe des Index a = 0, ft^, Aj, ... *a-i >villkttrlich 
und von einander unabhängig geblieben. Es wird daher a ganze Functionen 
9k){x\ ^ii^n 5^2(^)9 . • . S'a-iC^X. welche für a? = nicht verschwinden, geben 
von der Beschaffenheit, dass die Indices der Substitutionen y ^ (x—a) ^gn{x)^ 
y = {x^af^-^gx{x\ y =^ {x — df ^-'^g^ix)^ ...y^ix — af^-^^^g^^^ix) sämmtlich 
den Werth r^^« haben. — Der Satz V. im vorigen §. lässt sich daher auch 
durch den folgenden ersetzen: 

I. Es seien die Glieder einer nach S. IV. $. 4 gebildeten Gruppe eon 
Wurzeln der d^erminirenden Fundamentalgleichung (2.): r^, ^ji+Ai, r^+Äa^ ••• 
^i+^;i-i9 ^0 &19 ^9 • • • ki^i eine nicht abnehmende Reihe positieer ganzer 
ZaMen ist, und bildet man die «11 dieser Gruppe gehörigen Determinanten 
/>(6, a)^ so ist die nach $. 4 S. IV. der Gruppe {R) zugeordnete Integralgmppe 
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mit Logarithmen behaßet, oder nicht behaftet, je nachdem für wenigetens einen 
der Indices a = 1 , 2, ... / — 1 oder keinen derselben in der Reihe der. De* 
terminanlen Z)(0, a), /)(l,a), . , . JD(a— l,o} sich solche befinden, welche 
f^on Null verschieden sind. 

I 

Dieser Satz kann aach folgendermassen hergeleitet werden. Setzt man 

in No. 5 der A. a, = a und r; statt r.i , so verschwindet der Coefficient von 

C/^^i in Gleichung (5 ) daselbst, wenn k einen der Wertheij— 1, ij—l,... Ä^-i— 1 

annimmt. Damit nun, für diese Werthe von k, c^^i endlich bleibe, roflssen die 

• ' ' ■ 't 

zugehörigen Ausdrücke auf der rechten Seite der Gleichung (5.) daselbst ver- 

OD 

schwinden. Damit ferner Relhenentwickelungen der Gestalt (x—ay2!aha(^'^^Y 

möglich sind, wenn r eine beliebige der Wurzeln r^, rx+ki^ ^x+fh-i •• n+ki_i 
und der jedesmalige Werlh von &„ von Null verschieden sein soll, dürfen 
durcli die Gleichungen, welche durch das Verschwinden der rechten Seite der 
Gleichung (5.) daselbst für die angegebenen Werthe von k erhalten werden^ 
keine Relationen zwischen den Grössen e« mit den Indices a = 0, üti, ür^, ... ki^i 
herbeigeführt werden. Es lässt sich nun zeigen, dass diesen beiden Bedin-* 
gungen Genüge geschieht, wenn für jeden Werth von a = 1, 2, ... i — 1, 
die Determinanten Z)(0, «), /)(!,«), . . . /)(« — l,a) verschvrinden. Tritt 
dieses ein, so kann man durch ähnliche Schlüsse wie in §. 5 der A. «eigeiii, 
dass es zu jedem Werth von r aus der Reihe r^, r; + &i, r^i + Ä,, . . . ri + kx^ 

OD 

ein Integral der Form {x—ay2!^b^(x—ay giebt, worin b,^ von Null ver- 
schieden ist. Diese Gruppe von Integralen kann man in dem Fundamental- 
systeme des Satzes IV. in $.4 (nach S. X. in §.4 und S. III. in §. 1) der 
Integralgruppe, welche (R) entspricht, substituiren, so dass diese Gruppe nicht 
mit Logarithmen behaftet ist. — 

Die Differenz r^ — ri^S ist eine ganze Zahl, welche die Ordnung der 
höchsten in den Determinanten I/(B, ex) auftretenden Ableitung von (p{x, k) (für 
a?'=ro) nicht Qberschreitet. Jeder Gruppe (Ä) entspricht eine solche Zahl d. 
Ist unter allen diesen den verschiedenen Gruppen entsprechenden Zahlen d 
die grösste, und entwickelt man die Functionen P^{x) in Reihen nach Potenzen 
von {x—a\ so treten in keiner der irgend einer Gruppe (Ä) entsprechenden 
Determinanten Z)(B, a) die Goeflicienten derjenigen Potenzen von x—ä auf, 
deren Exponenten grösser sind als d. Diese Goeflicienten üben daher auch 
keinen Einfluss aus auf die Beurtheilung der Frage^ ob die irgend einer Gruppe 
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(R) zugehörige Integralgnippe mit Logarithmen behaftet ist oder fiicfat; — 
Man hat daher folgenden Satz: 

II. Sind Fl 9 Fj, ... F^ ganae Functionen , welche resp. aas Pi(x\ 
P2(x\ . . . Pm{^) erhalten werden, wenn man in der Entwickehmg derselben 
nach Potenzen von x—a nur diejenigen Glieder beibehält, welche mit nicht 
höheren Potemen von x—a als der d'^' multiplicirt sind, so sind die irgend 
einer Gruppe (ß) entsprechenden Integrale der Differentialgleichung (1.) mit 
Logarithmen behaftet oder nicht, je nachdem die derselben Gruppe (R) ent- 
sprechenden Integrale der Differentialgleichung: 

mit Logarithmen behaftet sind oder nicht. 

Der Differentialgleichung (7.) gehört die Gleichung (2.) als delerminirende 
Fundamentalgleichung an. Sind die Grössen P^{x) gleich constanten Grössen 
a«, so dass die Differentialgleichung (1.) die Gestalt: 

(8.) (x-ar.g+«.(x-ar-'g!^+«,(a:-ar-'Ö+...4.«,y =, 
hat, und die Wurzeln der Gleichung: 

(9.) '!ilr(r-«l)...(r-m + a+l)ö«+a« = 0. 00= 1.. 

verschieden, bo sind für jede Gruppe {R) die sSmmtlichen Determinanten D^h^a) 
gleich Null, da die erste Verticalreihe derselben nur verschwindende ElementiD 
enthält,, folglich sind die Integrale nicht mit Logarithmen behaftet (s* A. %. 6). 

§. 
Wenn die Coef&cienten einer linearen Differentialgleichung 

für einen Werth x^a unendlich werden, äbrigens aber in dessen Umgebung 
eindeutig sind, so hören im Allgemeinen die Integrale der Differentialgleichung 
auf in der Umgebung dieses Punktes eindeutig, stetig und endlich zu sein. 
Wenn dieses eintritt, so wollen wir den Punkt a einen wesentlich singiil&ren 
Punkt der Differentialgleichung (1.) nennen. Wenn aber die Integrale in der 
Umgebung des Punktes a eindeutig, endlich und continuirlich bleiben, so soll 
a ein ausserwesentlich singulfirer Punkt heissen*). 



^) Diese Benennung hat Herr Weierstrass bereits in seiner Vorlesung; welche 
loh in der A* (Einleitung) angeführt habe, gebraucht. 



•' * j ■•- .f.-»-* ■ ; 
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Ist Jt) Aiß Determinante eines Fundamentalsystems ^i, ysS ... y^ und 
J^ diejenige Determinante, welche aus J^^ entsteht, wenn man die a^ Veriikatr 

reihe durch ^, ^, .. . ^ ersetzt, so ist (§.4 Gl. (7.) der A.) 

Ja 



(2.) Pa = - 



Da nun die Integrale der Differentialgleichung (1.) in der Umgebung 
eines ausserwesentUch singulSren Punktes a eindeutig, continuirlich und endlich 
sind, so gilt dasselbe för ihre sämmtlichen Ableitungen, folglich auch für die 
Determinanten 4» nnd J^. Nun aber sollen für gewisse Werthe von a = l,2,...ifi 
Goefficienten p^ für a^^ a unendlich werden, folglich zeigt die Gleichung (2.), 
dass Jii für x = a versohwindet. Da aber (A. §. 4 Gl. (8.)) ^0 bis auf einen 
nicht verschwindenden constanten Factor von der Wahl des Fundamental- 
systems unabhängig ist, so folgt: 

I. Filr leinen auaserwesenllich eingtdären Punkt mnss die Determinante 
jedes Fundamentalsgstems eerechwinden. 

Es seien 60, 6|, . . . b^^i willkörliche Grössen und a^, ein nicht sin- 
gulärer Punkt, so kann man ein Integral 17 der Differentialgleichung (1.) bestim- 

men, von der Beschaffenheit, dass b„^ b^ 62 ^ • • • 6«-i resp. die Werthe von tj, ^, 
^~tf ••'• j — 1 ^r ie'=x„ imi. — Denn man hat das System von Oleiehangea : 



dx ~ ^» «te +*^ (te +•••+*« dx ' 

(3.) i-^ _ - <**»< 4./. Ä-L...J-,. ifk= 



dar-^ — ^» die«-' ~^ da^-i ~ ~ " <te"-' ' 

wo ei, 02, ... Cm Constanten sind. Setzt man rechterband x=^^vak!i linker- 

band statt ^, -^, . . . . ^_^ resp. 6^,, 6,, . • . Am-^i^ so hat man zur Be- 

stimmnng der Grössen c ein System linearer Gleichungen, desi^n Determinante 
nicht verschwindet. 

Ist dagegen x^^ ein aueeenbeeentlich «m^tftörer Funkt, so wtlrde diese 
Determinante verschwinden, es mässten also die Grössen b eine lineare häs^ 
mogeme RekMon erfiMen, um resp. als Werthe eines Integrals und dessen 
»r*l ersten AbleUoiigea (üt x ^ qpa. eingesehen werden zu können. 

48» 
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Das Verschwinden der Determinante eines Fondamentalsystems in den 
aosserwesentiich singulären Punkten macht also den characteristischen Unter- 
schied zwischen solchen Punkten und den nicht singulfiren aus. 

Da in der Umgebung des ausserwesentlich singulären Punktes a die 
Coefficienten der Differentialgleichung (1.) eindeutig, die Integrale derselben 
aber eindeutig, endlich und continuirlich sind, so folgt aus dem Satze in §. 3, 
dass in der Umgebung von a die Coefficienten die Gestalt: 

haben, wo P«(a;) in derselben Umgebung eindeutig, endlich und continuirlich 
ist. Aus der Gleichung: 

(5.) J, = C.e""^''*, (A. §.2 Gl. (3.)), 

wo C eine nicht verschwindende Gonstante bedeutet, und aus Gleichung (4.) 

folgt : 

(6.) ^0 = (a?-ar''^(">.G(a:), 

wo G{x) in der Umgebung von a eindeutig, endlich und continuirlich und in 
a von Null verschieden ist. Da nun J^ in der Umgebung von a eindeutig, 
endlich und continuirlich und in o gleich Null ist, so ergiebt sich, dass Pi(ß) 
eine negative ganze Zahl ist, wenn a einen ausserwesentlich singulären Punkt 
bedeutet. — Die zum Punkte a gehörige determinirende Fundamentalgleichung 
der Differentialgleichung (1.), deren Coefficienten durch die Gleichungen (4.) 
bestimmt werden, ist: 

(7.) ls[r{r^i)...{r^m+a+i)P,ia)+P^{a):=^0 Po(a) = l. 

Jeder Wurzel r dieser Gleichung entspricht (nach A. §.6) ein wie 
F beschaffenes Integral y derart, dass (x— o)*"^y ffir o; ^ a nicht verschwindet, 
da aber in der Umgebung eines ausserwesentlich singulären Punktes die In- 
tegrale eindeutig, endlich und continuirlich sind, so mfissen die Wurzeln der Glei- 
chung (7.) positive ganze Zahlen oder Null sein, daher auch iPi(a), PiC^j^ •<• ^«(a) 
ganze Zahlen, oder, mit Ausnahme von PiCa), Null. Aus S. XI. §.4 folgt 
ferner, dass die Wurzeln derselben Gleichung von einander verschieden sind, 
es kann daher auch nur eine derselben, folglich nicht gleichzeitig Pm{^) und 

m—l 

JE*«! .2.3 . . . {m-'a—i)Pa{a) verschwinden. 

Die Wurzeln der Gleichung (7.) bilden in diesem Falle eine einsige 
Gruppe. Sind dieselben ri, r,, . . • r«. so geordnet, dass jede folgende kleiner 
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ist, als die vorhergehende, und seist man r^^^^r^-^k^^ und bildet mit r^ 
statt ti A\e Determinanten /)(6, a) der vorigen No., so hat man den Sats: 

II. Damit a ein aussencesentlich Singular er Punkt der Differential^ 
gteichung (1.) sei^ ist erforderlich und hinreichend: 

1) dass die Differentialgleichung in der Umgebung dieses Punktes die 
GestaU: 

habe, wo die Functionen Pi{x)^ . . . P^ (x) in der Umgebung eon a eindeutig, 
eonUnuirlich und endlich sind; 

2) dass Pi(a) eine negative game Zahl ist; 

3) dass die Wurzln der Gleichung (7.) eon einander verschieden 
und, bis auf eine etwa verschwindende, positive ganze Zahlen sind; 

4) dass für keinen Werth von a = 1, 2, . . . m— 1 irgend eine der 
Determinanten D{0^a\ Z>(l,a), ... Z>(a — 1, a) von Null verschieden ist 

Ist d = ri—r^, so kann man nach dem Satze II. des vor. § bei der 
Beurtheilung der Art der Singularitftt des Punktes a in den nach Potenzen 
von x—a fortschreitenden Reihen Pf^iös) die Glieder mit höheren Potenzen 
als die d^^ unterdrücken, so dass der Punkt a ein wesentlich oder ausser^^ 
wesentlich singulSrer Punkt der Differentialgleichung (8.) ist, je nachdem er 
ein wesentlich oder ausserwesenilich singularer Punkt der Differentialgleichung 

(9.) (x-a;--g- + F,.(x-flr-'£;^+-+F..y = 

ist, WO Fl, F2, . . • F^ die durch dip Abkürzung von Fi, F2, . • . F« er- 
haltenen ganzen Functionen sind. 

9. 

Wenn die Coefficienten der Differentialgleichung: 

die in S. II. unter No. 1—3 (vor. $.) angegebenen Bedingungen erfflllen, so 
können die Ausdrücke der Integrale in der Umgebung des Punktes a (nach 
$. 4) noch mit Logarithmen behaftet sein. Ob dieses stattfindet oder nicht, Iftsst 
sich nach §. 7 beurtheilen, wie dieses in der That im Satze II. vor. $. unter 
No. 4 geschehen ist. Diese Frage Iftsst sich noch auf eine andere Weise ent» 
scheiden^ wie wir jetzt zeigen wollen. 
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Die Integrale der Differentialgleichung (1.) aind unter den gemachten 
Voraussetzungen wie F beschaffene Functionen, weiche zu ganszaUigen pe-- 
sitiven Exponenten gehören, nfimlich den Wurzeln der Gleichung: 

(2.) ^lr(r-l)...(r~m + a + l)P,(a) + P^(a) = 0, Po(ö) = l. 

Ist fi wieder die grösste Wurzel dieser Gleichung, so sind die Ableitungen 
eines mit Logarithmen behafteten Integrals spätestens der r, + 1^*" Ordnung 
wie F beschaffene Functionen, welche zu negativen Exponenten gehören. 
Dieses ergiebt sich aus der Form des Fundamentalsystems §. 4 S. lY. Da- 
gegen sind die Exponenten, zu welchen die Ableitungen beliebiger Ordnung 
eines von Logarithmen freien Integrals gehören, stets positiv. 

Bildet man aber eine lineare Differentialgleichung für die abhängige 
Variable z von der Art, dass ihr die s^^^ Ableitungen sdmmtlicher Integrale 
der Differentialgleichung (1.) und nur diese genfigen, so hat dieselbe nach 
dem .Satze in §. 3 die Gestalt: 

^1*^0 Qi(x)^ . . . QA^) in der Umgebung von a eindentig, coutinuirlich und 
endlich sind. 

Wählt man «=ri+l, und ist die determinirende Fundamentalgleichung 
der Differentialgleichung (3.) 

(4.) £[r(r^i)...(r^n+a+i)Q,ia)+Q^{a) ^0, C>o(a)-l, 

I. 80 ist a ein wesentlich oder aussenoesentlich singulärer Punkt, je 
nachdem diese Gleichung negative Wursteln enthält oder nicht. 

Es ist daher noch eine Methode anzugeben, wonach eine lineare ho- 
mogene Differentialgleichung ffir die abhängige Variabein n hergestellt wird, 
der die s^^ Ableitungen sämmtlicber Integrale einer gegebenen Differential- 
gleichung : 

und nur diese genügen. Eine solche wollen wir nunmehr aufsuchen. 

Eliminirt man aus dem Systeme von Gleichungen, welches man erhfilt, 
wenn man die Differentialgleichung (5.) mit den durch s aufeinanderfolgende 

Differentiationen derselben entstandenen verbindet, die Grössen p, -^^ • . • 
^ , so ist das Resultat der Elimination allerdings eine lineare homogene 
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Differentiaigfleichung m!^ Ordnung für -^^ = »^ und es genügen derselben 

die 8^^ Ableitungen sämmtlicher Integrale der Differentialgleichung (5.). Allein 
die Ordnung derjenigen Differentialgleichung für i, der nur die s^^ Ableitungen 
der Integrale der Differentialgleichung (5.) genügen, kann niedriger als die m^ 
sein. In der That hat jedes Integral derselben js die Gestalt: 

wo Ci, Cj, . . . c„ Constanten, und j^i, y2^ ... y^ ein Fundamentalsystem der 
Differentialgleichung (5.) ist. Genügt nun der Differentialgleichung (5.) eine 
ganze rationale Function f{x)^ von niedrigerem als dem $*^ Grade, so ist 

wo fti, ftt, ... k^ bestimmte Constanten sind.. Aus dieser Gleichung folgt: 

^^•' *' "dir + «»-^r +••• + *« dar« - "• 

Genügen der Differentialgleichung (5.) noch mehrere andere ganze 
rationale Functionen von niedrigerem Grade als dem $^^^^ so bestehen noch 
niehrere der Gleichung (7.) analoge Gleichungen. Es lassen sich alsdann 
nicht m Integrale z der Form (6.) angeben, zwischen denen keine lineare 
homogene Relation mit constanten Coefficienten bestände. 

Man muss daher einen anderen Weg einschlagen, um diejenige Dif- 
ferentialgleichung herzustellen, welcher die s^^^ Ableitungen sämmtlicher In- 
tegrale der Differentialgleichung (5;) und nur diese genügen. 

Es sei p^^i in der Reihe der Coefficienten der Differentialgleichung (5.) 

Pm9 Pm^i^ ' ' ' Po <ler erste, welcher nicht verschwindet, und setzt man 

d^v 
—^=zu und m—l^ß, so geht (5.) über in 

Is^ Xn 92) • • • ff« ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (5.), 
fii, «2^ ... Uß ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (8.), und be-^ 
zeichnet man das Resultat einer auf eine Function f{x) amal wiederholte^ 

Integration in üblicher Weise mit f^''^f(x)dx, so sind / Uidx, / Uidx, . . . 

Ußdx Integrale der Differentialgleichung (5.). Es lassen sich daher diese 
Grössen linear, homogen und mit constanten Coefficienten durch j^i, jfa? . • . y» 
darstellen. Differentiirt man die ß Gleichungen, welche diese Darstellungen 
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liefern, ^mal, so folgt, dass ti|, u^^ . . . Uß sich linear, homogen und mit 
Constanten Coef&cienten durch die k^^ Ableitungen von j^i, y2^ ... ffm dar- 
stellen lassen. 

II. Der Differentialgleichung (8.) genügen daher die i^*" Ableitungen 
nämmtlicher Integrale der Differentialgleichung (5.) und nur diese, 

Dividirt man Gleichung (8.) durch pß und diiferentiirt, so erhftit man 
eine Gleichung der Form 

wenn man ^=f setzt. Sie wird befriedigt durch t?i=*^, ^2 "^ ^ ' * • • ^/? ~ rf/» 

wo «1, fi2) • • • ti^ 6in Fundamentalsystem der Differentialgleichung (8.) ist. Nun 
aber ist eine Gleichung der Form c^'0ir\-CiP2+ — hC/jW/9=0, wo Ci, Cj, ... Cß Con- 
stanten sind, unmöglich. Denn aus dieser würde sich ergeben CiWi+Cjt^^H — VCßUß= C, 
wo C eine Conslante, und zwar eine von Null verschiedene, weil «i, «2, ... «^ 
Fundamentalsystem von (8.) ist. Es mässte demnach die Differentialgleichung 
(8.) eine nicht verschwindende Conslante zum Integral haben, was unmöglich 
ist, weil Pß von Null verschieden ist. Man hat daher den Satz: 

III. Der Differentialgleichung (9.) genügen die ersten Ableitungen 
sämmtlicher Integrale der Differentialgleichung (8.), und nur diese. 

Der Differentialgleichung (9.) genägen also die i+1^«» Ableitungen 
sämmtlicher Integrale der Differentialgleichung (5.) und nur diese. Daher ergiebt 
sich folgendes Verfahren, um eine lineare homogene Differentialgleichung her- 
zustellen, welcher die s^""^ Ableitungen sämmtlicher Integrale der Differential- 
gleichung (5.) und nur diese genfigen: 

Man dividire die Differenlialgleichung (5.) durch den Coefficienten der 
niedrigsten der wirklich darin enthaltenen Ableitungen, abgesehen voYi einem 
conslanlen Factor, und differentiire die so erhaltene Gleicbung. Auf die als- 
dann entstandene Differentialgleichung wende man dasselbe Verfahren an, auf 
die nunmehr entstandene wiederum dasselbe Verfahren, und fahre nur so lange 
fort, bis man zum ersten Male eine Differentialgleichung erhält, in welcher die 
niedrigste der wirklich darin enthaltenen Differentialquotienlen gleicher oder 

d*'y 

höherer Ordnung als -^ ist, so ist diese Differentialgleichung die gesuchte. — 

Es ist noch zu bemerkeq, dass in dem Systeme von Differentialglei- 
chungen, welches man erhält, wenn man«F=rx+l annimmt und dieses'Ver- 
fahren auf die Differentialgleichung (1.) anwendet;, jede Differentialgleichimg 
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als Differentialgleichung für die niedrigste der wirklich darin enthaltenen Ab- 
leitungen aufgefasst, die Gestalt der Differentialgleichung (3.) hat, wenn man 
in dieser statt y diese niedrigste Ableitung setzt. Die derselben zugehörige 
determinirende Fundamentalgleichung (4.) darf keine negativen Wurzeln ent- 
halten, wenn a ein ausserwesentlich singulärer Punkt der Differentialgleichung 
(1.) ist. Zieht man es daher vor, successive die einzelnen den verschiedenen 
Differentialgleichungen des Systems angehörigen Fundamentalgleichungen zu 
untersuchen, so wird man häufig nicht erst bis zur Differentialgleichung fflr 

-r-rx, vorzuschreiten brauchen, um zu entscheiden, ob a ein wesentlich oder 

ausserwesentlich singularer Punkt der Differentialgleichung (1.) ist, nämlich 
dann, wenn eine der erwähnten Fundamentalgleichungen negative Wurzeln 
enthält. — 

Berlin, im Januar 1868. 
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Geometrische Bedeutung der Kugelfunctionen. 

(Von Herrn £. Beine zu Halle.) 



§. 1. Unter dieser Ueberscbrift entbalt die «weite Hälfte der 631*^ 
Seite im b^^^ Bande von Gauss Werken einige Aufzeichnungen, deren Ver*> 
stSndniss das Folgende erleichtern wird. 

Auf der Peripherie eines mit dem Radiud 1 beschriebenen Kreises K 
wähle man n feste Punkte ^^i, ^29 etc. A^; die Bogenentfemung eines jeden 

Off sm 

von dem vorhergehenden soll — bei ungradem n^ bei gradem n aber — be- 

tragen. In dem letzteren Falle halbire man noch den Bogen A'^A^, welcher 
kleiner als n ist in A. Bezeichnet P einen unbestimmten Punkt auf der Peri- 
pherie des Kreises, und heissen seine Bogenentfernungen von Ai^ Ai^ etc. 
PAy^ PA-i^ etc., so ist das Product 

n = 2"'*cosP^i . cosjP^2 . . . cos jP^, 

bei ungradem n gleich cos(ii.jP^4), oder, was dasselbe ist, cos (n . jP^, j? 
cos (« . jP-^a), etc., bei gradem n aber cos(i».F-4). Dies ist der Satz, welcher 
in den beiden Formeln 



coswö = 2'^'cosöcos(ö+^)cos(ö+-^)...cos(ö+^^^^ 
cosnö = 2«-^[cos(ö+-^)cos(ö+|^)...cos(ö+-!^^ 

[cos(ö--^)cos(ö^^)...cos(ö--^?^ 

enthalten ist, von denen die erste für ungrade, die zweite für grade 1» gilt. 

§. 2. Indem man diesen Satz von einem Punkte P der Kreisperipherie 
auf einen Punkt P der Kugeloberflache tibertrftgt, kommt man nicht mehr auf 
den Cosinus des f» fachen Winkels, sondern auf die n^^ Kugelfunction. 

Der nach Angabe des §. 1 getheilte Kreis K sei grösster Kreis einer 
Kugel, auf welcher irgend wo ein Punkt P liegt. Die sphärische Entfernung 
des Punktes Pj bei ungradem n von A^^ bei gradem n von A sei B, gemessen 
auf einem Hauptkreise, welcher mit K den Winkel ip bilde. Im ersten Falle, 
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für ein ungrades n^ ist demnach 

cos(PAi+i) == cosöcos— ^^ + sinösin-^^cosy 

und dies gleich Mcos(rp — ), wenn man 

cosö = Mcosv, . sinöcos^? = ifsint/' 
geizt. Im zweiten Falle, fQr ein grades n^ wird 

cosPA^ := co96cos{u+i—2m) — + 8inÖ8in(j»+ 1 — 2m) — cosy 

= 3fcos(v^— « + 1— 2m— ), 

in befden Fällen daher 

IT = 2"~'cosF^i . cosP-42 ... cos PA^ = M* cos n tp. 

Setzt man fär M und y/ ihre Werthe in 6 und (p zurück, so entsteht 

IT = ^(cosö4-*sinöcosy)"+i(co5Ö— tsinöcosy)". 

. Man kennt (Handb. d. Kugelf. §. 43, Form. 33) die vollständige Ent«^ 
Wickelung der rechten Seite nach Cosinus der Vielfachen von 2(p; hier genfigt 
aber die Kenntniss des ersten, von (p unabhängigen Gliedes, welches nach 
Laplace (Handb. $. 7, Form. 5) die n^« Kugelfunction F"(cosd) ist. Die n^^ 
Kugelfunciion ist demnach das Mittel aus den Werthen, welche II annimmt, 
wenn der Punkt P festgehalten wird, während der Kreis K sich um seinen in Ai 
resp. A mündenden Durchmesser dreht. Dies ist die geometrische Bedetdung 
cfar Kugelfunction. 

§. 3. Das Aufsuchen des Mittelwerlhes einer Function von cp, die 
nach Cosinus der Vielfachen von (p geordnet ist und mit dem Cosinus des 
m— Ifachen Winkels scbliessf, erfordert nicht die Ausffibrung einer Integration; 
das Mittel ist bekanntlich genau gleich dem arithmetischen Mittel von den 
m Werthen der Function (den Ordinalen), welche eben so viele« Werthen 
von q> (den Abscissen), nfimlich 

n 2n 3n mn 

m m ^ m /* m 

entsprechen. Man kann aber den mittleren Werth solcher Function, durch ge-^ 

eignete W€M der Abscissen^ etwa am der Hälfte, nämlich aus -y oder —^ 

Ordinalen bestimmen. Ist nämlich eine eindeutige Function f{(p) in die end- 
liche eder unendliche Reihe 

f{!V) = fli>+aiC0$y-}rajCO82y + 

49» 
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entwickell, so wird für jedes grade v 

fo+fn + 2r^ + 2f^ + -'+2f^^^ == r(a,,+ a,+ a,^+.-). 

Bricht die Reibe, wie oben, an der m^^° Stelle ab, d. h. so dass schon a^ Null 
ist, so wird mau r gleich m+i oder m setzen, je nachdem m ungrade oder 

grade ist, und findet den mittleren Werth durch die erste Formel aus -^^ 

durch die zweite aus ^+1 Ordinaten. 

Mit dieser Bemerkung gehe man auf den Schluss des §. 2 zurück, und 
berficksichtige noch, dass IT nur grade Vielfache von (p enthält; man erhält 
dann folgendes Resultat: 

Wenn ein Kreis K mit dem durch P gehenden Kreise K den Winkel 
tp bildet, wo cp ^ ^tt, so werde das auf ihn bezogene Producl IT durch IT(p 
bezeichnet. Femer sei 2v die kleinste durch 4 theilbare Zahl, welche grösser 
als n ist Alsdann findet man für die vi^ Kugelfunction die beiden Gleichumgen 

§. 4. Für » = 1, 2, 3 ist v = 2, also nach dem ersten Ausdrucke die 
n^^ Kugelfunction gleich H-r^i f^r n = 4, 5, 6, 7 aber gleich dem arithmeti- 
schen Mittel aus TT -g- und H-g- . Es ist ganz unwesentlich, dass durch An- 
wendung dieser Formel die Darstellung der Kugelfunctionen sich noch etwas 
einfacher gestaltet als bei Gauss^ der für n = 1 ein Product IT, für i» =s 2, 3 
zwei Producte, für i»=4, 5 drei Producte benutzt. Es entsteht solch ein 
Unterschied durch eine andere Art, den Mittelwerth von IT zu bestimmen (§.2); 
z. B. für n = 2 wdhit Gauss, entsprechend der zweiten Formel des §. 3, für 
P" den Werth von TT auf zwei sich unter rechten Winkeln schneidenden 
Kreisen; von ihrem Durchschnitte A aus sind nach §. 1 zwei Punkte Ai und 

At auf jedem Kreise zu bestimmen, welche von A ViXXi -^ entfernt liegen*). 



*) Das Octacder, auf welches sich, nach Gauss, diese zweimal zwei Punkte be* 
ziehen, hat eine Ecke im Mittelpunkte der Kugel; jede von den vier dort zusammentref- 
fenden Seiten geht durch zwei Punkte itj^^i!,-, welche nicht auf demselben Kreise liegen* 
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Da Gauss seine Angaben nur bis i» = 5 fortsetzt, so treffen verschiedene Me- 
thoden zur Bestimmung des Mittels zu. Interessant ist, dass er bei den 
Werthen von i», welche durch 4 theilbar sind (wenigstens bei ii = 4) das 
letzte Glied in U, welches (Handb. §.43, Form. 33.), abgesehen von einem 
Constanten Factor, sin'' 6 cos n(p ist, mit Hälfe eines Kreises L eliminirt^ der 
die Schaar der Kreise K senkrecht schneidet. Fügt man zu dem Kreise K 
am Anfange des §. 2 noch L hinzu, so dass A der Pol von L ist, bezeichnet 
den Durchschnitt von K und L mit B, und trftgt von B rechts und links auf 

L Stücke 2~ 9 2~9 2~' ^*^* ^^^^ ^'' ^^' ®*^' ^" ^^^ ^^ ^^^^^ nftmlich 

2"""* cos PBi . cos PB2 ... cos PB^ = sin" 6 cos «</>• 

Den Functionen, welchen ich den Namen der Lameschen gab, musste 
spSter (Bd. 60 dieses Journals) eine bestimmte, die zweite Ordnung beigelegt 
werden, als allgemeinere Functionen gefunden waren, welche ihre Haupteigen-* 
Schäften theilten. Wurden gewissen Constanten besondere Werthe ertbeilt, so 
fahrten die Functionen verschiedener Ordnungen (Bd. 60 und 62) auf ein-* 
fächere, den Kugelfunctionen verwandte, die zweite Ordnung auf die Kugel- 
function selbst, während die erste Ordnung den Cosinus eines vielfachen 
Winkels gab, und so das hier geometrisch betrachtete Verhältniss auch ana- 
lytisch hervortrat. Es wird hiernach gerechtfertigt erscheinen, wenn ich den 
Ausdruck Kugelfunctionen n^^ Ordnung, den Gauss in der vorliegenden kurzen 
Notiz gebraucht, vermied und vorschlage, P*(cosd) entweder wie bisher nf:^ 
Kugelfunction oder Kugelfunction n^^° Grades zu nennen, was sie ja in der 
That in Bezug auf cos 6 ist. 

Halle, den 29. Februar 1868. 
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lieber das Problem der drei Körper. 

(Auszug aus einem Schreiben an den Herausgeber.) 

(Von Herrn Scheibner in Leipzijjj.) 



Xn einer früheren Notiz über einen Satz aus der Störungstheorie (siebe 
den 65'^<^" Band dieses Journals S. 291) habe ich die Differentialgleichungen des 
Problems der drei Körper in einer eigenlhümlichen Form für den Fall auf- 
gestellt dass die Masse des bewegten Körpers als verschwindend angesehen 
werden darf. Es ergab sich dabei, dass um die Aufgabe auf Quadraturen 
zurückzuführen^ noch fünf Integrationen erforderlich sind, deren Anzahl auf 
drei verringert werden kann, wenn die Excentricität des störenden Körpers 
verschwindet. Da gegen die Richtigkeit dieser Angaben kürzlich Bedenken 
erhoben worden sind, so erlaube ich mir heule eine Mitlheilung über die all-- 
gemeinste F*orm der Differentialgleichungen des Problems der drei Körper zu 
machen, aus welcher ich damals jene speciellen Formeln hergeleitet hatte. 

Diese neue und symmetrische Form beruht im Wesentlichen auf der 
Einführung der gegenseitigen Entfernungen der drei Massen 

nebst drei Winkolgrössen i2^ t und cu^ als der Variabetn des Problems. Sei 

'^ \ iA - By AB I ^^^ 

(/r=^''*''"--.^(^cos^a> + Äsin^ü;), H=T^U, 

00 hol man das canonische System Differentialgleichungen 

dt '"" dm l dt ^ oro,'' dt "" öro,' dt '^ dy '^ 

dm __pH ^^_M. ^ — _^ rfr _ oH 
dt " ' i)Q ' dt "■ ö(>, ' dt '^ dg^ "" dt '^ 'd^ ' 

Da II h das Integral der lebendigen Kraft darstellt, der letzte Multi- 
plical(»r boknnnt ist, und die Zeit l nicht explicite vorkommt, so bleiben noch 
fünf Inlvyrationen zu leisten, um den allgemeinen Fall auf Quadraturen zurOck- 
xul'üliren. 
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Zum Verstftndniss der obigen AusdrOcke sind folgende Angaben er- 
Torderlich: A und B sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

3f C = -Tfiii iMo p^, nebst J/=m+W|+m2; 

J bedeutet den doppelten Inhalt des Dreiecks mtiiifii,; 

J5; = ifi|(p2 4-p'— pj) — iiio(p' + pJ— pi), woraus die analogen Ausdrflcko für Ei 

und £2 durch Verlauschung der Indices erhalten werden; 
/=^itcosJ^ wo k die Constanie des Flfichensatses in Bezug auf die iuvariable 

Ebene ausdrückt; 
t ist die Neigung von J gegen die invariable Ebene; 
die Lioge der Knotenlinie durch den Schwerpunkt wird durch die Quadratur 

^ = V IB * 

gefunden; endlich iv bezeichnet den Winkel zwischen der Knotenlinie und 
einer in der Ebene der drei Körper als variabler ar^- Ebene durch den Schwer- 
punkt gelegten freien Axe , für welche 2mxy = 0. Mit diesen Daten sind 
die Positionen der drei Körper völlig bestimmt. 

Wenn man in T die Grössen o)^ iD|, G>2, y mittelst der DiiTerenlial* 
quotienten ^\ ^\^ ^\^ w' eliminirt, so gelten die Gleichungen 

^ dT ^ dT ^ 6T dT 

and die Differentialgleichungen nehmen die Lagrungescho Form an 

dm d(T-\-ü) dm, ^ d(T+V) dm^ _ ^(7+ V) dy _ d(T+V) 
dt ~ df ' d* ~^g, » dt ~ dQt » dt SiS 

Ebenso darf man, um die Jacobi- HamUtoHBche parHeUe D^«rmHal>~ 

gteichvng zu bilden, 

-. dv ^ dv ^ dv er 

®=-ö^' ®'=-äi:' ®'=-ö^' r=-ö^ 

setzen. 

Für die Betcegung der drei Körper in einer Ebene tritt eine Verein- 
fachung ein, sobald man S2+u} = (p einführt. Alsdann wird 

und es kommt zu den sechs Differentialgleichungen 

dg dB . dm dU 

-_5_ . . . und _ — 



• • • 



dt dm dt dg ' 

welche drei Integrationen und zwei Quadraturen erfordern, die dritte Quadratur 
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(p = 12+0) =y '^ — ^ 

hinzu. Hier ist der Winkel v^ durch die Gleichung 

. \ I!m(m. — tn.)gg 

Als Functionen der Distanzen p, (>i, q^ bestimmt. 

Man erkennt aus dem Vorstehenden, dass es möglich gewesen ist, die 
Flftchensfitze zur Reduction der Aufgabe zu benutzen, ohne der canonischen 
Form der mechanischen Differentialgleichungen Abbruch zu thun. 

Ich ffige schliesslich eine Transformation der obigen Differenlialglei-' 
clnmgen des allgemeinen Falles hinzu, welche zur Ableitung der betreffenden 
Formeln für die Annahme m = geeignet ist. 

^ Q>i^2iODmi 2C « 4]^AB , , A C Aco8'«+Bain'fti> 2 

dA__dH^ dB^_dH^ ^^§E^ dto dB 

dt "" Sil. ' dt "* dB, ' dt "■ ÖV, ' dt "■ a«. ' 

Ajl^__öfi[ ^__J?^ ^ ^^ rfw, _ dB 

dt ^ Sil ' A "~ ÖB ' dt ^ "5^^' * "~ öco ' 

Der Symmetrie halber ist hier c^i für y geschrieben, die tlbrigen Be- 
zeichnungen sind beibehalten und 

. _dT R _ ör , _ ör _ BT 

'^'"'SA!' ^*~öF' ^'-"d^^ ^*-öi7 

gesetzt, letzteres selbstverstftndlich unter der Voraussetzung, dass ^1, Bi^ ^|, 
cO|, mittelst der Differentialquotienten A', ffy y/', w' aus T eliminirt werden. 

Leipzig, den 3. Mai 1868. 
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